HERAUSGEGEBEN UNTER MITWIRKUNG 
DES VERBANDES 
DEUTSCHER PHYSIKALISCHER GESELLSCHAFTEN 


VON 


M. von LAUE unp R. W. POHL 


140. BAND 3. HEFT 


MIT 45 TEXTABBILDUNGEN 
(ABGESCHLOSSEN AM 21. MARZ 1955) 


BERLIN - GOTTINGEN - HEIDELBERG 
SPRINGER-VERLAG 
1955 


Zeitschrift fiir Physik we 

Begriindet 1920. Herausgegeben unter Mitwirkung der Deutschen Physikalischen 

Gesellschaft von K. Scheel und H. Geiger, ab Band 129 herausgegeben unter Mitwirkung 

des Verbandes Deutscher Physikalischer Gesellschaften. Band i—4 (1921): Braunschweig, 
Fr. Vieweg & Sohn. Ab Band 5: Berlin, Springer. 


Die ,,Zeitschrift fiir Physik‘ erscheint nach MaBgabe des eingehenden Materials. Der 
Preis des Bandes betragt DM 62.—. 

Die Zeitschrift fiir Physik ist durch jede Buchhandlung zu beziehen. 

Es wird ausdriicklich darauf aufmerksam gemacht, da8 mit der Annahme des Manu- 
skriptes und seiner Veréffentlichung durch den Verlag das ausschlieBliche Verlagsrecht 
fiir alle Sprachen und Lander an den Verlag iibergeht. Grundsatzlich dirfen nur Arbeiten 
eingereicht werden, die vorher weder im Inland noch im Ausland veréffentlicht worden 
sind, und die auch nachtraglich nicht anderweitig zu verdffentlichn der Autor sich ver- 
pflichtet. 

Es ist ferner ohne ausdriickliche Genehmigung des Verlages nicht gestattet, photo- 
graphische Vervielfaltigungen, Mikrofilme, Mikrophote u. 4. von den Zeitschriftenheften, 
von einzelnen Beitragen oder von Teilen daraus herzustellen. 

Manuskriptsendungen sind zu richten an einen der Herren Herausgeber: Professor 
Dr. M. von Laue, Berlin-Dahlem, Faradayweg 4—6; Professor Dr. R. W. Pohl, Géttingen, 
Bunsenstr. 9. E 

Autorenkorrekturen, d.h. nachtragliche Textanderungen werden, soweit sie 10% der 
Satzkosten iibersteigen, den Verfassern in Rechnung gestellt. 


Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlich. 


Springer-Verlag OH@. 
Berlin W 35, Reichpietschufer 20, Tel. 2492 51, 
Heidelberg, Neuenheimer LandstraBe 24, Tel. 24 40, 
Géttingen, WeenderstraBe 60, Tel. 21 53. 


Inhalt. Seite 


WAIDELIcH, W., Réntgenmessung des AgBr-Netzebenenabstands in photo- 
graphischen Schichten mit latentem Bild. Mit § Figuren im Text. (Ein- 
gegangen am 141. November 1954). 5.3, 0). -.°. « so) alin oe cu ceuennE 


Pau, W., und M. RAEtuHER, Das elektrische Massenfilter. Mit 10 Figuren im 
Text. (Eingegangen am 14. November 1954) ........ 5. ws @0e 


Ecker, G., Zur statistischen Beschreibung von Gesamtheiten mit kollektiver 
Wechselwirkung. I. Grundlagen und Grenzen kollektiver Beschreibung. 


(Hingegatigen am 29. November. 1954) . .. . \.s Se 2 ee 274 


Ecker, G., Zur statistischen Beschreibung von Gesamtheiten mit kollektiver 
Wechselwirkung. II. Die Bedeutung der Beschrankungen des D-Modelles 
fiir die Begriffsbildung und Ergebnisse kollektiver Beschreibung. (Ein- 
gegangen am a4, Dezember 4954) ) . sv a 6 6 2 Sb ok eee 293 


Fick, E., Die Polarisation des Lichtes durch aspharische, ferromagnetische 
Teilchen in einem homogenen Magnetfeld. II. Theorie. Mit 11 Figuren im 
Text. (Eingegangen am 4. November 1954) ein, * , Somes 


MEISSNER, W., und R. Dott, Gleichzeitige oszillographische Registrierung von 
Widerstand und magnetischem Flu8 fiir Indium-Einkristalle im Ubergangs- 
gebiet zur Supraleitung bei starker Strombelastung. Mit 16 Figuren im 
Text. (Eingegangen am 10. Dezember 1954). ............ 340 


eS 
i 


RID REN OO Tt Te > CR a ea 


© CROe. AR ey) (Eggo - 


FR ee nn a TD OTE aN TELS Ye HT 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 140, S. 241—261 (1955). 


R6ntgenmessung des Ag Br-Netzebenenabstands 
in photographischen Schichten mit latentem Bild*. 
Von 
WILHELM WAIDELICH. 

Mit S Figuren im Text. 


(Eingegangen am 11. November 1954.) 


Zur Messung des AgBr-Netzebenenabstands an bewegtem Film werden zwei 
DesyYe-Riickstrahlapparaturen hoher MeBgenauigkeit beschrieben, mit denen die 
Frage untersucht wird, ob sich die Gitterkonstante des Silberbromids bei der Ent- 
stehung des latenten photographischen Bildes andert. Gittermessungen an fiinf 
verschiedenen Agfa-Emulsionen ergeben eine mit steigenden Licht- und Réntgen- 
expositionen zunehmende sehr kleine Aufweitung des Gitters. Starkere, in das 
Gebiet der Solarisation fiihrende Vorbelichtungen rufen eine Schrumpfung des 
zuvor geweiteten Gitters hervor. Qualitativ stimmt dieses Ergebnis mit dem Befund 
von Hess [2] iiberein, dessen Gitteranderungen jedoch um mehr als eine GréBen- 
ordnung hdher liegen. Die Gitteraufweitung l4Bt sich als Mischkristallbildung 
zwischen Jonengitter und den bei der Belichtung entstehenden Zentren des latenten 
Bildes auffassen. Nach erreichter Sattigung tritt bei weiterer Belichtung eine Aus- 
scheidung von Silber in heterogener Phase ein, wobei die Gitterkonstante des 
Silberbromids wieder abnimmt. 
Aus den Réntgenaufnahmen ergibt sich ferner ein systematischer Zusammenhang 
zwischen Emulsionsempfindlichkeit und Gitterkonstante. Unempfindliche Emul- 
sionen besitzen infolge teilweiser Substitution der Br-IJonen durch Cl-Ionen eine 
gegentiber reinem AgBr verkleinerte Gitterkonstante, wahrend umgekehrt bei 
empfindlichen Emulsionen der Gitterparameter durch den Einbau von J-Ionen 
vergréBert ist. Die (in der Regel besonders groBen) AgBr-Kérner hochempfind- 
licher Emulsionen sind, wie aus der Verbreiterung ihrer Réntgenlinien zu schlieBen, 
in sehr kleine Mikrobereiche unterteilt. Da das innere latente Bild nach neueren, 
insbesondere auf Beobachtungen an AgBr-Einkristallen gestiitzten Vorstellungen 
(HepGEs und MITCHELL [29]) an inneren Oberflachen entsteht, kommt dieser Sub- 
struktur ein besonderes Interesse zu. — Bei den untersuchten Emulsionen gibt 
sich die mit der Belichtung fortschreitende Ausbildung eines Silbergitters dadurch 
zu erkennen, daB nach sehr groBen Expositionen mit Licht, R6éntgenstrahlen oder 
Elektronen schwache Silberringe auf den DeByE-Aufnahmen erscheinen. 


|. Einleitung. 

Unter den vielen Problemen, welche das latente Bild aufwirft, erhebt 
sich in neuerer Zeit die Frage, ob sich die Gitterkonstante des Silber- 
bromids bei der Entstehung des latenten Bildes andert. Die bisher in 
Deutschland, USA. und Holland aus Réntgenmessungen gewonnenen 
Resultate geben ein recht widerspruchsvolles Bild. In der vorliegenden 
Arbeit wird iiber neue, mit einer verbesserten Apparatur durchgeftihrte 
Gittermessungen berichtet. 

* Zum Teil vorgetragen auf der Physikertagung Erlangen 1954 [28]. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 140. AF 


Treive = — . —— al a 4 = Ls 
: . 
° 4 
¢ 


242 WILHELM WAIDELICH: 


Die ersten Roéntgenmessungen an in photographischen Emulsionen 
enthaltenen AgBr-Kristallen wurden zwar von Kocu und VOGLER [1] 
schon im Jahre 1925 ausgefithrt. Da nur Reflexionen mit kleinem 
Braccschen Winkel vermessen wurden, bei denen das Auflésungsver- 
mégen zur Feststellung geringer Gitteranderungen nicht hinreicht, 
konnte jedoch keine Abhangigkeit der Gitterkonstante von der Belich- 
tung gefunden werden. 

In einer dem Problem besser angepaBten Apparatur, die auf S. 244 — 
kurz beschrieben wird, fiihrte 1943 Hess [2] Messungen des AgBr- 
Netzebenenabstands an bewegtem LAveE-Film durch, die eine Aufwet- 
tung des Gitters mit zunehmender Réntgenexposition ergaben. Nach 
sehr starken Réntgenbelichtungen, im Gebiet der Solarisation, setzte 
eine Schrumpfung des zuvor geweiteten Gitters ein. 

In den sich bald darauf in USA. und Holland anschlieBenden Unter- 
suchungen von BRENTANO und SPENCER [3] sowie BURGERS und MEs- 
RITZ [4] wurde jedoch keine Gitteranderung bei der Entstehung des 
latenten Bildes gefunden, obwohl insbesondere bei den letztgenannten 
Autoren dieselben Versuchsbedingungen wie bei Hess vorlagen. Auch 
eine auf Dichtebestimmungen beruhende Nachpriifung der HEssschen 
Resultate durch JUNGHANSS und STAUDE [5] verlief negativ. 

Dagegen ermittelte vor kurzem Berry [6] aus Réntgenmessungen 
eine Kontraktion des Gitters mit fortschreitender Belichtung. Das 
Gebiet sehr kleiner Vorbelichtungen konnte bei diesen, an stehenden 
Photoplatten durchgefiihrten Messungen nicht erfaBt werden. 


2. Die Grundlagen der Messungen. 

Die Bestimmung des AgBr-Netzebenenabstands erfolgt aus DEBYE- 
SCHERRER-Aufnahmen an AgBr-Kristallen, wie sie in den photographi- 
schen Emulsionen enthalten sind. Im Gegensatz zu Pulveraufnahmen 
an nicht lichtempfindlichen Substanzen, bei denen die vielstiindige Ein- 
wirkung des Réntgenstrahls auf das Praiparat nicht stért, miissen im 
vorliegenden Fall die untersuchten Filme so durch den Strahl bewegt 
werden, daB das einzelne Korn nur einmal kurzzeitig abgetastet wird. 
Hierbei darf keine nennenswerte Belichtung erfolgen. Schlie8t man an 
eine Messung unbelichteten Films weitere Messungen nach zunehmender 
Vorbelichtung an, so kann auf diese Weise das Verhalten des AgBr- 
Gitters beim Aufbau des latenten Bildes untersucht werden. 

Der Netzebenenabstand d wird in bekannter Weise aus der BRAGG- 
schen Gleichung, in welcher der BRAGGsche Winkel% durch den Er- 
ganzungswinkel m° = 90° —#° ersetzt ist, ermittelt: 


== ,- Meet! 
ar) ye + Pip (1) 
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(A = Réntgenwellenlinge; a = Gitterkonstante; 4k] = Mirrersche In- 
dizes). Als experimentellen Wert fiir die Bestimmung von d oder a aus 
Gl. (1) benétigt man den Winkel g. Er gibt sich aus dem Durchmesser R 
der Interferenzringe bei Plankammeraufnahmen zu 


me 3 ag 
p = arc tg oat (2) 


Der Abstand A zwischen Praparat und dem die Interferenzen registrie- 
renden Film wird aus mitaufgenommenen Aluminium-Eichstoffringen 
ermittelt. 

Fur die zwischen den Vorbelichtungen B, und B, auftretende rela- 
tive Gitteranderung besteht die Beziehung 


dp, — dp, Ad Aa COS Q — COS Wy 


(3) 


Zum Nachweis kleiner Gitteranderungen eignen sich am besten 
Rickstrahlaufnmahmen (vgl. [7] bis [10]), da die durch eine relative 
Gitteranderung Ad/d hervorgerufene Winkelanderung Aq, zufolge der 


sich aus der differenzierten Braccschen Gleichung ergebenden Beziehung 


dz, d a COS QP, 


Ad 
Ay =ctgp—, (4) 


bei kleinem Winkelg am gr6Bten ist. 
Die Durchmesseranderung AR der Interferenzringe ist bei Plan- 
kammeraufnahmen 


Aik) freee 
Nader aad Bae (5) 

Bei dem vorliegenden Problem erhalt man die giinstigsten Aufnahme- 
bedingungen! mit Kobalt-A «-Strahlung, die bei dem Winkel y= 11,3° 
den starken AgBr-Reflex »' (h? + k? + /?) = 40 erzeugt. Alle beschriebe- 
nen Messungen beziehen sich auf diesen mit Co-K«-Strahlung aufge- 
nommenen (620)-Interferenzring. 

Zur Erzeugung der Co-Strahlung diente eine Siemens-Feinstruktur- 
rohre. Die K B-Strahlung wurde durch ein 7,7 p dickes Eisenfilter absor- 
biert. Die Réhre wurde bei den Aufnahmen in der Regel mit 30 kV 
Gleichspannung und einer Stromstaérke von 12mA betrieben. Mit 
magnetischen Spannungskonstanthaltern war die Primarspannung der 
gesamten Anlage auf + 2%, die der R6éntgenréhrenheizung auf +0,4% 
stabilisiert. 

3. Die Aufnahmeapparatur. 

Fiir die Aufnahmen wird eine DeBYE-Riickstrahlapparatur bendtigt, 
bei der an Stelle des iiblichen Stabchenpraparats ein bewegter Film 
"1 Ein Nachteil besteht aber in der Koinzidenz mit dem Silberreflex }) (h? + k? +- 1)? 


= 20. Vgl. hierzu die auf S. 250 folgenden Ausfiihrungen. 
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vom Réntgenstrahl abgetastet wird. Dieser Film wird im folgenden 
Préparat-Film genannt, zum Unterschied von dem die Interferenzen 
aufnehmenden Registrier-Film. 


8.1. Das Trommelsystem. 

Die einfachste Methode, den Praparatfilm so durch den Réntgen- 
strahl zu bewegen, daB jedes AgBr-Korn nur einmal kurz vom Strahl 
getroffen wird, besteht darin, da8 man ihn auf eine Trommel auflegt, 
die sich vor dem Rontgenstrahl schraubenférmig bewegt. 

Um die an einer massiven Trommel entstehende Streustrahlung zu 
vermeiden, spannte Hess [2], der dieses Prinzip als erster benutzte, den 
Film zwischen zwei im Abstand von einigen Zentimetern angeordneten 
Trommelscheiben auf und tastete nur die mittlere freitragende Film- 
partie ab. Die fiir die Aufnahme wichtige Forderung der Konstanz des 
Abstands zwischen Praparat- und Registrierfilm ist bei dieser Anordnung 
jedoch nicht gut erfiillt. Wie sich in Modellversuchen zeigte, bleibt 
der Praparatfilm auch bei noch so fester Aufspannung auf die beiden 
Trommelscheiben nicht in der durch diese vorgeschriebene Lage. Schon 
bei kleinen Anderungen des Feuchtigkeitsgehalts der Gelatine biegt sich 
der Film (in der Regel in Richtung auf die Trommelachse) durch!. Dabei 
wurden radiale Abstandsanderungen bis zu 1mm festgestellt. Aber 
selbst wenn derartige Lagednderungen, wie bei der unten beschriebenen 
Trommel, ausgeschaltet werden, bleiben noch kleine, durch das unver- 
meidliche Lagerspiel des Trommelantriebs verursachte Abstands- 
schwankungen. 

Eine gewisse Einschrankung bedeutet ferner die Tatsache, daB fiir 
eine einmalige Abtastung nur eine begrenzte Filmflache zur Verfiigung 
steht. Da eine Depye-Aufnahme eine vielstiindige Belichtungszeit er- 
fordert, resultiert hieraus eine sehr kleine Abtastgeschwindigkeit, die 
eine verhaltnismaBig starke Réntgenbelichtung des Praparatfilms zur 
Folge hat. Messungen im Gebiet sehr kleiner Vorbelichtungen — im 
Grenzfall der Vorbelichtung Null — sind also grundsatzlich unméglich. 

Zur Verkleinerung der bei freitragendem Priparatfilm auftretenden 
Abstandsfehler wurde eine einfache Aluminiumtrommel gebaut, auf 
welcher der Praparatfilm auch im Abtastbereich iiberall aufliegt. Ein 
Durchbiegen des Films im Sinne einer VergréBerung des Abstands 
Registrier-Praparatfilm ist dann nicht mehr méglich. Ein Losdriicken 
des Praparatfilms nach vorne kann dadurch vermieden werden, daB der 


1 Als Beispiel dafiir, wie groB die beim Trocknen der Gelatine auftretenden 
Krafte sein kénnen, sei angefiihrt, daB8 bei in trockener Luft gelagerten Kernplatten 
die Glasunterlage oft zerspringt. Infolge der groBen Schichtdicke sind bei Kern- 
platten die Wirkungen der Gelatine besonders gro®. Ferner sei auf die Herstellung 
von Kathedralglas verwiesen, die darauf beruht, daB auf Glasscheiben aufgespritzter 
Leim beim Trocknen einzelne Stiicke der Glasoberflache herausreiBt. 


oe 
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Film an seinen Randern mit Gummibindern nur so fest gehalten wird, 
daB die im Laufe einer Aufnahme allenfalls auftretenden Spannungen 
sich durch kleine Verschiebungen in achsialer und Aquatorialer Richtung 
ausgleichen kénnen},. 

Das Schlagen der Trommel bei der schraubenférmigen Bewegung 
wurde dadurch herabgesetzt, daB zusatzlich zum Antriebslager, dessen 
Spiel nicht beliebig klein gehalten werden kann, ein besonderes Fihrungs- 
lager verwendet wurde. Die von der Aluminiumunterlage herriihrende 
Streustrahlung- konnte durch Verwendung sehr weicher Strahlung 
(Rohrenspannung = 10 kV), die beim zweimaligen Durchgang durch 
den Film weitgehend absorbiert 


wird, auf ein ertragliches MaB Ricksiahl - 

reduziert werden. (Die Absorp- Peistrierfim 

tion bei der Durchstrahlung a Np 

des Films betragt bei Co-K- fokussierungskreis 

Strahlung, deren Anregungs- s safe 

spannung 8kV betragt, je nach “”*hrale______ = F phe _ Priorat 

Filmsorte 34 bis 54%.) (25% bi ee C) 
Als DEByE-Kammer konnte o= 


\ ‘Zransportrolle | Fe onrungs- 
Andruckrolle sdule 
Vorratstromme/ 


im Abstand von 30mm eine 
Plan- oder Rundkammer an- 
gesetzt werden. 


Fig. 1. Das Prinzip der Lauffilmapparatur. 


3.2. Die Lauffilmapparatur. 

Die erstrebte Konstanz des Abstands Praparat— Registrierfilm kann 
dadurch noch weitergetrieben werden, daB drehbare Teile an der fiir die 
Abtastung maBgebenden Stelle iiberhaupt vermieden werden. Mit der 
in Fig. 4 dargestellten Apparatur, die im Prinzip einer Filmkamera 
gleicht, l1aBt sich dies in einfacher Weise erreichen. Der von der Vorrats- 
trommel kommende perforierte 35 mm-Normalfilm wird so an der fest 
in eine Marmorgrundplatte eingelassenen Fiihrungssdule vorbeigezogen, 
daB er gerade an der Stelle ihrer Oberflache anliegt, auf die der primare 
R6ntgenstrahl einfallt. Der Film muB hierzu nicht nur auf der Aufspul- 
seite gleichmaBig angetrieben, sondern auch auf der Abspulseite konstant 
gebremst werden. Der Praparatfilm kann hier wahrend einer DEBYE- 
Aufnahme mehrfach ausgewechselt werden, ohne da8 der durch die 
Geometrie der Anordnung festgelegte Abstand dabei verandert wird?. Die 


1 Wenn die Schichtseite auGen liegt, hat der Film im allgemeinen die Tendenz, 
sich nach innen durchzubiegen. 

2 Ein wiederholtes Nachladen der Hessschen Doppeltrommel wahrend einer 
Depye-Aufnahme wiirde zwar infolge der dann méglichen gréBeren Abtast- 
geschwindigkeit ein Vordringen in das Gebiet kleiner Vorbelichtungen gestatten, ist 
aber wegen der gerade kurz nach dem Auflegen eines Films besonders heftig und 
unkontrollierbar auftretenden radialen Lageanderungen nicht ratsam. 
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Apparatur kann 30 m lange Filmbander aufnehmen. Der Filmverbrauch 
fiir eine Aufnahme betragt normalerweise etwa 100m. Vor allem sind 
auf diese Weise auch Gittermessungen im Gebiet sehr kleiner Vor- 
belichtungen méglich, da die iiber den Grundschleier hinausgehende 
Schwarzungszunahme durch die erste Abtastung nur 1 S=0,1 betragt. 

Zur Erhéhung der Lichtstarke und zur Erzielung scharfer Linien 
wurde, wie aus Fig. 1 ersichtlich, eine Kombination von SEEMANN- 
Bou.tn-Fokussierung und Riickstrahlverfahren angewandt. Die Ein- 
stellung der Rundblende erfolgte so, daB die Fokussierungsbedingung 
fiir die AgBr-Interferenz (620) erfiillt war. Die zu beiden Seiten liegenden 
Al-Eichlinien (331) und (420) kommen dann ebenfalls noch gentigend 
scharf. Die Blendenweite, der bei diesen Messungen eine ganz besondere 
Bedeutung zukommt, betrug in der Regel 0,3mm. Mit den sonst 
iiblichen 1 mm-Blenden kénnen, wie sich bei den Messungen zeigte, bei 
vielen Emulsionen keine geniigend scharfen Linien erzielt werden. 

Der Nullstrahl verlaBt durch einen in die Fiihrungssdule eingelassenen 
Kanal die Apparatur. Das ganze Filmlaufwerk sitzt auf einem in der 
Hohe fein verstellbaren Tisch, so da8 zusammen mit dem Richtungs- 
wechsel des Filmantriebs eine zeilenweise Abtastung des Praparatfilms 
vorgenommen werden kann. Bei einem Querschnitt des auftretenden 
Ro6ntgenbiindels von 2 mm? und einer Filmgeschwindigkeit von 15 mm 
pro sec betragt die maximale Kornbelichtungszeit nur 4/;, sec. 

Laufrichtung, Geschwindigkeit und Vorratslange des Praparatfilms 
lassen sich durch Lichtsignalanlagen iiberwachen, was in Anbetracht 
der langen Aufnahmezeiten (50 bis 80 Std) zur Vermeidung von Fehl- 
belichtungen wichtig ist, da jede Stérung (etwa durch ReiBen des Prapa- 
ratfilms) sofort erkannt werden kann. 

Die Temperatur wurde wahrend der Aufnahmen durch einen kombi- 
nierten Wasser—Luft-Thermostaten auf +1/,)° C konstant gehalten. 

Als Registrierkammer wurde eine Plankammer gewahlt. Im Gegen- 
satz zu Rundkammern, bei denen die Linienabstinde nur im Aquator 
vermessen werden kénnen, nat man hier ein System konzentrischer 
Ringe zur Verfiigung, das die Bestimmung der Durchmesser in allen 
beliebigen Richtungen erlaubt. Man kann auf diese Weise Fehlstellen 
im Film bei der Auswertung umgehen und dariiber hinaus durch Messun- 
gen an verschiedenen Stellen tiber Kornschwankungen mitteln. 

Auch der Registrierfilm mu8 wahrend der Aufnahme eine gut defi- 
nierte Lage in der Plankammer behalten. Um ein gutes Anliegen des 
Registrierfilms auf der Planplatte zu erreichen, wurde er in der Mitte 
mit einer bis nahe an die innerste Al-Eichlinie heranreichende, mit Wild- 
leder tiberzogenen Messingscheibe angedriickt. Die mit Hilfe eines 
Bajonettverschlusses an der Kameraplatte befestigte Andruckscheibe 
preBt den Film mit stets gleichbleibendem Druck gegen seine Unterlage. 
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Es ist giinstig, dem Registrierfilm an seinen AuGBenrandern eine kleine 
Bewegungsfreiheit zu belassen. Am geeignetsten erwiesen sich Halte- 
leisten, die durch Federn so auf den Film gedriickt wurden, daB auch in 
tangentialer Richtung eine nach auBen gerichtete Kraftkomponente 
wirkt, die den Film zu spannen sucht. 

Setzt man als Grenzwert fiir die unter giinstigsten Bedingungen bei 
sehr scharfen Ré6ntgenlinien noch erfaBbare Durchmesserinderung 
AR=1-10-mm, so ergibt sich nach Gl. (5) mit 4—58,5 mm und 
g=11,3° fir die in der Lauffilmapparatur noch nachweisbare relative 
Gitteranderung Ad/d=1-10~5. 


4. Voruntersuchungen. 

Gleichzeitig mit der Einju- 
stierung der Aufnahmeappara- 
turen wurden verschiedene Film- 
sorten auf ihre Eignung fiir Git- 
termessungen untersucht. Einige 
hierbei gemachten Beobachtun- 
gen sollen kurz _ beschrieben 
werden. 


4.1. Die Schdarfe 
der Interferenzringe. 


Die untersuchten (620)-Inter- 

ferenzringe empfindlicher Klein- sein cep eae ee ae 
bildemulsionen geben breite , AgBr-Beugungsring.] 
verwaschene Ringe. Insbeson- 

dere bleibt bei hochempfindlichen Emulsionen (Lichtempfindlichkeit 
> 21/10° DIN) die Aufspaltung in «,- und «-Ringe ganz aus. Als Beispiel 
fiir eine Emulsion, bei der keine Aufspaltung mehr eintritt, ist in Fig. 2 
eine Beugungsaufnahme des Agfa-Isopan ISS-Films (Lichtempfindlich- 
keit 21/10° DIN) wiedergegeben. Wahrend die Al-Eichlinien (331) und 
(420) eine fiir Riickstrahlaufnahmen ausgezeichnete Scharte aufweisen, 
ist der AgBr-Ring (620) so unscharf, daB die visuelle Bestimmung des 
Intensitatsmaximums nicht mehr mit der erforderlichen Genauigkeit 
mdglich ist. Eine photometrische Ausmessung fiihrt aber auch bei derart 
diffusen Linien noch zum Ziel. Die Scharfe der Al-Linien liefert gleich- 
zeitig einen Beweis fiir die gute Konstanz des Abstands zwischen Regi- 
strier- und Praparatfilm bei Aufnahmen nach der Methode des durch- 
laufenden Films. Mit abnehmender Empfindlichkeit der Emulsionen 
nimmt die Linienscharfe des AgBr-Reflexes zu. Bei dem in Fig. 3 ge- 
zeigten Ausschnitt aus einem Riickstrahldiagramm von Agfa-Igepe-Film 
(Lichtempfindlichkeit <10/10° DIN) treten verhiltnismaBig scharfe, gut 
aufgespaltene Reflexe auf. Dies ist fiir die Auswertung recht gtinstig. 
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Die schirfsten Linien wurden bei Aufnahmen an (nicht bewegten) Kern- 
platten gefunden, die bekanntlich eine extrem geringe Lichtempfindlich- 
keit aufweisen [15]. Wegen dieser vom Standpunkt der KorngréBe un- 
erwarteten Beziehung vgl. Abschnitt 4.3. 


4.2. Der Durchmesser der Interferenzringe. 

Auch der Durchmesser der Beugungsringe, und damit die Gitter- 
konstante, andert sich mit der Empfindlichkeit einer Emulsion. Gitter- 
konstante und Empfindlichkeit nehmen gleichsinnig zu. Da die Emul- 
sionskérner nicht aus reinem AgBr, sondern aus mehr oder weniger 
kompliziert zusammengesetzten Mischkristallen bestehen, ist die resul- 
tierende Gitterkonstante nach der VEGARDschen Additivitatsregel vom 

a AgBr Atomprozentgehalt und Io- 

(331) (420) 20) nenradius der einzelnen Kom- 
ponenten abhangig. Das 
beobachtete Verhalten ist 
durchaus verstandlich, da 
bei unempfindlichen Emul- 
sionen ein Teil der Br-Ionen 
durch die kleineren Cl-Ionen 
ersetzt ist, wodurch die Gitterkonstante der Substitutionsmischkristalle 
gegentiber der von reinem AgBr abnimmt. Bei empfindlichen Emulsionen 
wird umgekehrt das AgBr-Gitter durch den Einbau von Jod-Ionen 


Fig. 3. Ausschnitt aus einer Riickstrahlaufnahme 
von Igepe-Film. 


aufgeweitet. Bei den vermessenen Agfa-Filmen unterscheiden sich die 
Gitterkonstanten der verschiedenen Emulsionen bis zu 4,5% (vgl. 
Tabelle 1 auf S. 259). 

Die in 4.1 und 4.2 beschriebenen Eigenschaften sind so charak- 
teristisch, daB aus der DEByE-Aufnahme einer unbekannten Emulsion 
ein SchluB auf deren Lichtempfindlichkeit gezogen werden kann. Auch 
fiir die Roéntgenempfindlichkeit besteht ein derartiger, wenn auch 
weniger stark ausgeprigter Zusammenhang. 


f.3. Die Ursachen der Linienverbreiterung. 

Zur Wlarung der Ursache fiir die bei hochempfindlichen Emulsionen 
gefundene starke Verbreiterung der AgBr-(620)-Linie wurde nach der 
von KOCHENDORFER |/2) angegebenen Methode der Gang der Linien- 
breite mit dem BraGGschen Winkel untersucht. Aus Messungen der 
Halbwertsbreiten fiir verschiedene Interferenzen kann man Teilchen- 
groéBe <L und Gitterverzerrung da/a getrennt ermitteln, da beide Ein- 
fliisse eine mit dem BracGschen Winkel #@ verschieden zunehmende 
Verbreiterung hervorrufen. Nach der Methode des fokussierenden Platten- 
verfahrens (s. |72)) wurde fiir eine Reihe von Interferenzen je eine Auf- 
nahme gemacht. Aus den photometrisch ermittelten Halbwertsbreiten b, 
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an denen nach [72] noch Korrekturen ftir Photometerspaltbreite, die 
Uberlagerung der zwei benachbarten Linien Aa, und Ka,, die Blenden- 
weite und die natiirliche Spektrallinienbreite anzubringen sind, erhalt 
man durch graphische Darstellung der Funktionen ) ctg? und bcos? 
rasch einen Uberblick iiber die an der Verbreiterung beteiligten Ursachen. 
So kann man aus dem in Fig. 4 fiir ISS-Ultra-Film wiedergegebenen 
Verlauf entnehmen, daB die Linienverbreiterung mit steigendem Win- 
kel? vorwiegend auf Teilchenkleinheit beruht, was immer dann der 
Fall ist, wenn die Kurve d cos ? parallel zur Ab- a7 
szissenachse verliuft. hale 

Die GréBe der koharenten Gitterbereiche be- 
tragt bei dem héchstempfindlichen ISS-Ultra-Film ” 
nur 2,5 - 407° cm?. 04 

Bei den bis jetzt vermessenen unempfindlicheren a3 
Emulsionen sind diese Mikrobereiche, wie sie hier 
genannt werden sollen, drei- bis fiinfmal gr6Ber als 
bei Ultra-Film, so daB offenbar ein systematischer 47 
Gang mit der Empfindlichkeit vorhanden ist. Die . 
makroskopische KorngréBe zeigt gerade das ent- Pos. rps u 
gegengesetzte Verhalten, sie fallt (in der Regel) mit Fig. 4. Graphische Darstel- 
abnehmender Empfindlichkeit. Die Vermutung — eee 
liegt nahe, da8 die an der Grenze dieser Mikro- es Braccschen Winkels # 
bereiche auftretenden inneren Oberflachen eine oda erin er ad 2) 
wesentliche Rolle bei der Entstehung des latenten pig Sevacoe lint 

-Ultra-Film. 
Bildes spielen. 

Einer der Einwande, die gegen die in ihren groBen Ziigen allgemein 
anerkannte Theorie von GURNEY und Mott [19} erhoben werden, bezieht 
sich darauf, daB diese Theorie nicht in der Lage ist, die nach starker Be- 
strahlung auftretende Abscheidung von Silberpartikeln im Innern von 
AgBr-Kornern zu deuten (vgl. [17]). Diese Schwierigkeit ist sofort be- 
hoben, wenn man sich das im Innern aufgebaute Bild an den Oberflachen 
dieser Mikrobereiche entstanden denkt. Man braucht dann den Aufbau 
des inneren Bildes nicht als wesentlich verschieden von der Entstehung 
des auBeren Bildes zu betrachten. In beiden Fallen sind Oberflachen 
zum Wachstum der Keime notwendig. Ein quantitativer Unterschied 
besteht insofern, als Oberflaichenkeime beliebig wachsen kénnen, wah- 
rend den Innenkeimen nur ein begrenztes Volumen zur Verfiigung steht. 
Auf elektronenmikroskopischen Aufnahmen [20], [27] ergibt sich eine 
unterschiedliche GréBe von solchen Keimen, die durch Réntgenstrahlen 


1 Ein wiirfelformig angenommenes Korn dieser Emulsion, das eine mittlere 
Kantenlange von 100-10-* cm aufweist, ist also in rund 40% Mikrobereiche unter- 
teilt, die (bei der vorliegenden Emulsion zufallig) wieder aus 40? Elementarzellen 


bestehen. 
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und solchen, die durch Licht hervorgerufen sind, wobei die kleineren 
Réntgenstrahlkeime héchstwahrscheinlich Innenkeime sind. 

In ihren neuesten Untersuchungen an AgBr-Einkristallen kommen 
HevcEs und MitcHE LL [29) zu dem Ergebnis, daB das Innenbild seinen 
Sitz an inneren Oberflachen hat. Die von KLEIN [30] in einer Ubersicht 
iiber die neuen MitcHeEttschen Arbeiten aufgeworfene Frage, ob dieses 
an Einkristallen gewonnene Ergebnis auf die technisch hergestellten 
photographischen Emulsionen tibertragen werden kann, ist nach unseren 
Roéntgenmessungen insofern zu bejahen, als auch bei den Emulsions- 
k6rnern die hier beschriebene Substruktur (Aufteilung in sehr kleine, 
gegeneinander abgegrenzte Mikrobereiche) vorhanden ist, so daB geniigend 
innere Oberflaichen fiir die Entstehung des Innenbildes zur Verfiigung 
stehen. Nach HepGes und MitcHett kénnen Ag-Zwischengitterionen 
nur gut in der Nahe der Mosaikgrenzen Elektronen einfangen und wach- 
sen. Dies paBt gut zu dem Ergebnis, daB die hochempfindlichen Emul- 
sionen die starkste Linienverbreiterung zeigen. 

Die Gitterverzerungen liegen bei ISS-Ultra-Film in der GréBen- 
ordnung 0,5-10-% und liefern keinen Beitrag zur Verbreiterung der 
Riickstrahllinie. Die Gitterkonstante weicht also auch bei hochempfind- 
lichen Emulsionen nur unwesentlich vom Mittelwert ab. Da in derart 
komplizierten Mischkristallen mit Schwankungen der Gitterkonstante 
infolge von Konzentrationsunterschieden zu rechnen ware, ist dieses 
Ergebnis einigermaBen unerwartet. Es ist denkbar, dab anfanglich vor- 
handene Gitterst6rungen bei der Reifung ausheilen. 

In diesem Zusammenhang sei noch darauf hingewiesen, daB stati- 
stisch regellos verteilte Gitterverzerrungen und solche, die nur auf kleine 


Bereiche beschrinkt sind, zwischen denen sich unverzerrte Gebiete be-- 


finden, nicht verbreiternd wirken 13), |/4). Eine Linienverbreiterung 
bei der Entstehung des latenten Bildes ist also zumindest im Gebiet 
der normalen Belichtungen nicht zu erwarten, was sich mit unseren 
Beobachtungen deckt. Nach sehr starken Expositionen mit sichtbarem 
Licht, bei denen nur einige wenige groBbe Bereiche pro Korn durch die 
Lichteinwirkung verdndert werden, wurde eine geringe Zunahme der 
Halbwertsbreite beobachtet. Da bei Réntgenbelichtung viele kleine 
statistisch verteilte Keime erzeugt werden, ist es verstindlich, daB auch 


nach groBen Réntgenexpositionen keine Linienverbreiterung gefunden 
wurde. 


4.4. Die Ausbildung des Silbergitters nach hohen Belichtungen. 


Bekanntlich findet nach groBen Belichtungen eine Silberausscheidung 
statt. Ungliicklicherweise koinzidiert der Silberreflex ¥’ (2 + k? 4-2) = 20 
mit der interessierenden AgBr-Riickstrahllinie (620). Da die Emul- 
sionen, wie in 4.2 beschrieben, recht unterschiedliche Gitterkonstanten 


i! ptt 
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aufweisen, wiirde eine auf den Aufnahmen auftretende Silberlinie bei 
hochempfindlichen Emulsionen am inneren, bei sada gst am 
duBeren Rand der AgBr-Linie erscheinen. 

Es muBte nun geklart werden, ob schon nach Vorbelichtungen, wie 
sie fiir die Gittermessungen vorgesehen sind, Beugungsringe des photo- 
lytisch gebildeten Silbers erscheinen. Dies wiirde eine Vermessung des 
so gtinstig liegenden AgBr-Rings (620) unter Umstinden unméglich 
machen, da hierdurch leicht Gitteranderungen vorgetiéuscht werden 
konnten. Es zeigte sich bald, daB Ag-Interferenzen erst nach extrem 
hohen Belichtungen mit sichtbarem Licht auftreten. Silberlinien konnten 
erst nach Belichtungen, die 10®mal so groB sind als zur Erzielung der 
Schwarzung 1 erforderlich, beobachtet werden. Zunichst erscheinen nur 
die niedrig indizierten Linien und erst wenn durch noch weiter gestei- 
gerte Vorbelichtung die Silberbereiche weiter angewachsen sind, kénnen 
auch die Riickstrahllinien einwandfrei festgestellt werden. 

Bisher wurde allgemein angenommen (vgl. z.B. [1], [4], [16]), daB 
durch Réntgenexposition keine zur Entstehung von Silberreflexen hin- 
reichende Silberabscheidung entsteht. BRENTANO und SPENCER [3] er- 
wahnten jedoch Silberlinien nach Rontgenbestrahlung. Nach sehr 
starken Réntgenbelichtungen zeigten sich auch bei unseren Aufnahmen 
an den untersuchten Agfa-Filmen bei photometrischer Auswertung sehr 
schwache Silberlinien. Dem Film muBte hierzu das 10!-fache der zur 
Schwarzung 1 fiihrenden Dosis, die gréBenordnungsmabig 1 r betragt, 
aufgestrahlt werden. Die unter groBen Beugungswinkeln zu erwartenden 
Linien sind erst nach noch weiter gesteigerter Bestrahlung des Films 
zu erhalten. 

Da die Silberabscheidung bei Réntgenstrahlen, wie aus elektronen- 
mikroskopischen Beobachtungen [20], [21] bekannt, an sehr vielen tiber 
das ganze Korn verteilten Stellen erfolgt, wahrend bei Licht nur einige 
wenige aber groBe Bereiche ausgebildet werden, ist das unterschiedliche 
Verhalten zwischen den beiden Belichtungsarten verstandlich. Die 
Silberbereiche sind bei réntgenbelichteten Emulsionen so klein, daB sie 
noch keine zur Ausbildung einer Linie hinreichend scharfen Interferenzen 
geben, es entsteht nur eine diffuse Streustrahlung, die sich in einer ge- 
ringen Zunahme der Untergrundschwarzung auBert. Die ersten Linien 
machen sich erst bemerkbar, wenn sich die Bereiche (nach Schatzung 
aus der Linienbreite) iiber etwa 3 bis 5 Netzebenen erstrecken. 

Wahrend also bei Untersuchungen an réntgenbelichteten Filmen 
keine Gefahr einer Stérung durch den koinzidierenden Ag-Ring besteht, 
muB nach sehr groBen Lichtexpositionen auf diese Méglichkeit geachtet 
werden. Durch den ebenfalls im Registrierbereich der Riickstrahlkam- 
mer liegenden Ag-Ring (331), der mit keiner AgBr- oder Al-Linie zu- 
sammenfallt, hat man jedoch eine Kontrollméglichkeit. 
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Es sei noch bemerkt, daB auch durch starke Elektroneneinwirkung 
Silberbereiche entstehen, die sich rontgenographisch nachweisen lassen. 
Filme, die einige Stunden mit 30 keV-Elektronen bestrahlt waren, zeigten 
im Rontgendiagramm schwache Silberlinien. 


5. Die Durchfiihrung der Gittermessungen. 
5.1. Die DEBYE-Aufnahme. 


Als Registrierfilm wurde ausschlieBlich doppelt begossener LAUE- 
Film verwendet. Er erwies sich unter den zur Zeit erhaltlichen Roéntgen- 
filmen als besonders geeignet, da er (infolge seiner steilen Gradation) 
trotz der starken, bei den Emulsionsaufnahmen vorhandenen Streu- 
strahlung sich verhaltnismaBig gut vom Untergrund abhebende Linien 
liefert. 

Der Praparatfilm wurde auf einigen Stellen seiner Oberflache in 
méglichst diinner Schicht mit in Zaponlack aufgeschwemmtem Al- 
Pulver bestrichen, das bei der Aufnahme die Eichlinien liefert. 

Bei den Aufnahmen wurde auf Temperaturkonstanz, gleiche Blenden- 
lage und Konstanz der Strahlung ganz besonders geachtet. Die Belich- 
tungszeit mit der 0,3 mm-Rundblende betrug beim Betrieb der Réntgen- 
rohre mit 30 kV und 12 mA je nach Emulsion 50 bis 80 Std. Bei einigen 
MeBreihen wurde fiir jede Aufnahme ein eigener Registrierfilm benutzt, 
wahrend bei anderen Serien mit Hilfe einer verstellbaren Sektorenblende 
jeweils vier aufeinanderfolgende Aufnahmen auf einen Registrierfilm 
gebracht wurden. 

Alle zusammengehérenden Aufnahmen einer Serie wurden gleich- 
zeitig entwickelt (Entwicklungsdauer 8 min in Agfa-Réntgen-Rapid- 
Entwickler bei 19° C). Die Auswertung erfolgte erst nach einer Trocken- 
zeit von 10 Tagen, waihrend der die Filme um einen geringen Betrag 
schrumpfen. 


5.2. Vorbelichtung. 

Die steigende Réntgenvorbelichtung erhalten die Praparatfilme ent- 
weder nur durch die bei der sukzessiven Abtastung auf sie treffende 
Strahlung, oder aber, bei Messungen in gréBeren Belichtungsschritten, 
durch besondere Zwischenbelichtungen. Hierzu werden die Filme an 
einem miédglichst gleichmaBig ausgeleuchteten Spalt vorbeigezogen. 
Expositionen mit sichtbarem Licht erfolgen in analoger Weise. 


5.3, Bestimmung der Schwérzung, 


Vor und nach jeder DEByE-Aufnahme wurde ein kleiner Probestreifen 
vom Praparatfilm abgeschnitten. Alle Streifen einer Aufnahmereihe 
wurden gemeinsam entwickelt und aus ihnen mit dem ZEIssschen Regi- 
strierphotometer die jeweiligen Schwarzungen bestimmt. 
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3.4. Die Vermessung der Registrierfilme. 

Zur Einzeichnung der Ringdurchmesser werden die auf den Filmen 
enthaltenen Beugungsringe mit einem auf eine transparente Unterlage 
gezeichneten System konzentrischer Kreise zur Deckung gebracht. In 
diese Schablone sind einige Durchmesser eingetragen, die als Vorlage 
zum Einritzen von Durchmessermarken auf dem Rand des Registrier- 
films dienen. 

Eine visuelle Abstandsmessung der Linien ist bei den breiten, zudem 
noch eine unsymmetrische Intensitatsverteilung aufweisenden AgBr- 
Ringen nicht mit der erforderlichen Genauigkeit méglich. Vor allem 
versagt das sonst viel geiibte Anmessen der Linienkanten (vgl. [9]) voll- 
standig, da die Ringe sehr diffus in den Untergrund iibergehen. 

Bei dem vorliegenden Problem kann 
die Lage der Linien nur durch photo- 
metrische Registrierung geniigend genau 
ermittelt werden. Das ZeEtsssche Re- 
gistrierphotometer eignet sich nicht nur 
wegen der ihm eigenen mechanischen _/ 
Prazision hervorragend, sondern bash ab 5. Photometerkurve einer Riickstrahl- 
allem auch wegen der in weiten Grenzen aufnahme von Igepe-Film. 
veranderlichen Spalteinstellung, die dem 
Liniencharakter der verschiedenen Emulsionen jeweils angepaBt werden 
kann. Bei sehr verwaschenen Ringen wurden mit einem die gleiche 
Kriimmung wie der AgBr-Ring besitzenden Rundspalt1, der sehr sorg- 
faltig einjustiert sein muBte, noch gut auswertbare Photometerkurven 
erhalten. 

Das Ubersetzungsverhaltnis 1:1 erwies sich fiir die Registrierung, 
die wegen der erforderlichen Genauigkeit der Ausmessung auf Platten 
erfolgte, besonders giinstig. Man erhalt dann scharfe, gut ausmeBbare 
Kurvenspitzen. Schon bei geringer VergréBerung werden die Spitzen 
in breite Buckel auseinandergezogen, deren Maxima infolge der zuriick- 
gegangenen Flankensteilheit nur ungenau bestimmt werden kénnen. 
Bei 1:1-Registrierung darf nur mit der kleinsten Registriergeschwindig- 
keit gearbeitet werden, da sonst die Lage der Kurvenspitzen infolge von 
Tragheitserscheinungen des Elektrometerfadens verfalscht werden kann. 
Jede Registrierung wird in beiden Richtungen durchgeftihrt. Fig. 5 
zeigt ein Beispiel eines (mit verschobenem Nullpunkt der Ruhelage des 
Elektrometerfadens) zweifach photometrierten Praéparatfilms. 

Mit einem Komparator wurden dann die Linienabstande durch Messen 
der auf den Photometerplatten erhaltenen Kurvenspitzen bestimmt. 


— AgBr(620) 

-— AU¥20) 

== AL (¥20) 
2. Agbr(620) 
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1 Der Fehler, der dadurch hereinkommt, da die Kriimmung der benachbarten 
Al-Eichlinien dann von der Spaltkriimmung abweicht, ist sehr klein und fallt bei 
den hier durchgefiihrten Relativmessungen ohnehin heraus. 
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5.5. Fehlereinfliisse. 


Bei der Bestimmung der Gitterkonstanten nach der DEBYE-SCHERRER- 
Methode kénnen eine Reihe von Fehlern auftreten. Dadurch, daB 
es sich hier um eine Bestimmung relativer Gitteranderungen unter An- 
wendung von Eichlinien handelt, werden systematische Fehler, wie line- 
are Filmschrumpfung und Verschiebung der Maxima durch steigenden 
Untergrund, ausgeschieden. 


Von den verbleibenden nicht systematischen Fehlern konnte durch 
Anwendung eines Thermostaten der von Temperaturschwankungen her- 
riihrende Fehler der Gitterkonstanten < 4-10-° A gehalten werden. 


Einen weiteren Fehler bringt die ungenaue Einzeichnung des Durch- 
messers. Bei einiger Sorgfalt 1aBt sich erreichen, daB der Abstand des 
eingezeichneten Durchmessers (der also in Wirklichkeit eine Sehne ist) 
vom wahren Durchmesser <0,5 mm bleibt. Der Fehler in der Gitter- 
konstanten ist dann 3 - 10-6 A. Abgesehen von der richtigen Markierung 
des Durchmessers, spielt im Verlauf der weiteren Auswertung die Ein- 
justierung des Filmes in die MeBrichtung des Photometers und spater 
der Photometerplatte in die MeBrichtung des Komparators eine gleich 
wichtige Rolle. Diese Fehler lassen sich aber so klein halten, daB die 
Auswirkung auf die Gitterkonstante 1 - 1075 A nicht tiberschreitet. 


Wenn der Registrierfilm nicht genau senkrecht zum Prim§arstrahl 
steht, entarten die kreisférmigen Beugungsringe zu Ellipsen. Bei einer 
maximalen Abweichung von 42 Bogenminuten von der Senkrechten, wie 
sie bei unserer Kamera in einer Richtung auftritt, wird das Endergebnis 
um 2:10-°A verfalscht!. Dieser Einflu8 kann jedoch dadurch ganz 
ausgeschaltet werden, daB stets in gleichen Richtungen liegende Durch- 
messer miteinander verglichen werden. Beim Vergleich von in ver- 
schiedenen Richtungen gemessenen Ringdurchmessern kann die kleine 
Abweichung durch eine Korrektur an den gemessenen Durchmessern 
berticksichtigt werden. 


Von wesentlichem, von Emulsion zu Emulsion verschiedenem Ein- 
fluB ist die Unsicherheit, die dadurch entsteht, daB die Spitzen der Photo- 
meterkurven infolge von Kornschwankungen nicht immer die wahre 
Lage des Schwarzungsmaximums der Linien wiedergeben. Ein Bild 
iiber die GréBe der tatsachlich auftretenden Fehler gewinnt man aus 
der Streuung der durch Ausmessen verschiedener Ringdurchmesser des- 
selben Filmes erhaltenen Werte. In ungiinstigen Fallen ergibt sich (bei 
Aufnahmen in der Lauffilmapparatur) eine Abweichung der Ergebnisse 


vom Mittel um + 5-10 A. Bei Filmen mit scharfen Linien betragt 
die Streuung nur 1,5 +4075 A. 


' Nach MENZER [25] kann dieser Einflu8 in unserem Fall vernachlassigt werden. 
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6. Ergebnisse der Gittermessungen. 
6.1. Das Verhalten des Ag Br-Gitters bei Rontgenbelichtung. 

Da sich die Mitteilung von Hess [2] auf Lave-Film bezieht, wird 
zunachst iber Messungen an diesem Réntgenfilm berichtet. Die jetzige 
LavE-Emulsion gleicht allerdings nicht mehr ganz der seinerzeit von 
Hess benutzten, was sich vor allem in der nun viel geringeren Solarisa- 
tionsfahigkeit auBert. Da Lave-Film nur noch als doppelt begossener 
Rontgenfilm geliefert wird, wurde bei seiner Verwendung als Priiparat- 
film eine Schicht entfernt, damit nicht durch den verhaltnismaBig 
groBen Abstand der beiden Schichten eine Verbreiterung der Riick- 


strahllinie zustandekommt. Die 20 

A ee : : LF Aufweitung| Schram fy. 
zweite Schicht wird am einfach- 10 eee “i 
sten dadurch entfernt, daB man s} (alter Lave - Film) 


sie vorsichtig befeuchtet und nach 
einigen Minuten mit einer Rasier- 
klinge abschabt. Die von Hess 5 
mitgeteilten Messungen umfassen 

nur den Schwarzungsbereich S = fag 2 [wilk finn} = 
0,5 —0,7. Wahrend HEss in diesem Fig. 6. Relative Anderung dd/d des AgBr- 
Intervall eine relative Gitterauf- \cssrnstins (Stl Larn-im le Fu 
weitung von 20-10% mitteilt, Schwarzung des untersuchten Lave-Films, 
konnten wir bei einer MeBgenauig- 

keit von +0,5 - 10-4 keine systematische Gitteranderung finden. Dies 
steht in Ubereinstimmung mit Messungen von BurGERs und MEsri7z [4], 
die ebenfalls im angefiihrten Schwdarzungsintervall bei LAvE-Film keine 
Gitteranderung feststellen konnten. 

Daraus, daB die in der Hessschen Arbeit gegen einen linearen Be- 
lichtungsmaBstab aufgetragene Gitteranderungskurve bei S =0,7 schon 
einem ,,Sattigungswert‘‘ zuzustreben scheint, darf nicht gefolgert wer- 
den, daB weitere Vorbelichtungen fiir eine allenfalls vorhandene Gitter- 
aufweitung wirkungslos sind. Da wie bei allen photochemischen Re- 
aktionen eine exponentielle Abhangigkeit der Gitteranderung von der 
Belichtung zu erwarten ist, wurden die ergebnislosen Gittermessungen 
in dem kleinen Schwarzungsintervall abgebrochen. 

Mit logarithmisch gesteigerten Réntgenvorbelichtungen wurden nun 
Gittermessungen durchgefiihrt, die in wenigen grofen Schritten bis zum 
Gebiet der maximalen Schwarzung fiihrten. Hierbei traten nun ein- 
deutige Gitterainderungen auf [27], deren Verlauf in Fig. 6 (untere 
Kurve) eingezeichnet ist. 

Die zu dieser neuen LAvE-Emulsion gehérende Schwarzungskurve 
ist, auf den rechten OrdinatenmaBstab bezogen, iiber der Gitteranderungs- 
kurve in Fig. 6 eingezeichnet. Wie man sieht, laufen die beiden Kurven 


— 
° 
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einander parallel. Im ansteigenden Teil der Schwarzungskurve ver- 
groBert sich der AgBr-Netzebenenabstand (620) um 0,075 % von 0,91080A 
auf 0,91150 A. Zum Vergleich mit unserer Gitteranderungskurve sind 
die beiden von Hess in seiner Arbeit [2] veréffentlichten Kurvenaste 
in Fig. 6 eingezeichnet, wobei allerdings die Zuordnung der Hessschen 
Schrumpfungskurve zu unserem Koordinatensystem etwas willkiirlich 
ist!, Die Ergebnisse stimmen qualitativ iiberein. Ein quantitativer Ver- 
gleich der Gitteranderungen ergibt eine bei HEss um eine GréBenordnung 
héhere Aufweitung. Beriicksichtigt man noch, daB die HEsssche Kurve 
schon vor Erreichen des nach unseren Messungen ungefaéhr mit dem 
Schwarzungsmaximum zusammenfal- 


gle lenden Héchstwertes der Gitterauf- 
5 weitung abbricht, so wird dieser Unter- 
i ; schied noch betrachtlich erhéht. 
He Nach sehr starken Belichtungen 
0 tritt eine Kontraktion des zuvor ge- 
Eg weiteten Gitters ein. Hier kann man 


mit groBer Wahrscheinlichkeit auf 
Fig. 7. Relative Gitteranderung 4d/d als 


Funktion der Réntgenexposition B bei die Ausscheidung von Ag-Kristallen 
Igepe-, Isopan-F-ISS- und ISS-Ultra- schlieBen. 
Film; --------- AgBr-Kristallen P : - 

mit Ag.S-Zusatz. Die Ubereinstimmung der Gitter- 


anderung mit dem Verlauf der Schwar- 
zungskurve legt eine Verkniipfung von latentem Bild und Gitter- 
anderung nahe. Auch bei Messungen an vier weiteren Agfa-Emulsionen 
zeigt sich das bei LAvE-Film gefundene Verhalten des Gitters (Fig. 7): 
Aufweitung beim Aufbau des latenten Bildes und Schrumpfung im 
Gebiet der Uberbelichtung. Wie man aus Fig. 7 entnehmen kann, sind 
die Gitteranderungen bei empfindlichen Emulsionen (ISS- und Ultra- 
Film) am gréBten. 


AuBer handelsiiblichen Filmen, deren genaue Zusammensetzung in 
der Regel unbekannt ist, wurden noch AgBr-Kristalle mit 0,02 Mol-°% 
Ag,S-Zusatz untersucht. Da verhaltnismaBig wenig Substanz von 
diesen Kristallen zur Verfiigung stand, konnte ein von seiner Emulsion 
befreites Filmband nur auf eine Lange von knapp 1 m durch Aufstreuen 
des Kristallpulvers als Praparatfilm fiir die DEByE-Aufnahme vorbe- 
reitet werden. Die geringe Lange des Praparatfilms bedingt bei gegebener 
Belichtungszeit der DeEByE-Aufnahme eine im Vergleich zu den anderen 
Aufnahmen stark herabgesetzte Geschwindigkeit des Praparatfilms. 


' Die Zuordnung der Aufweitungskurve ist mit Hilfe der im ansteigenden Be- 
reich praktisch gleich verlaufenden Schwarzungskurven bei alter und neuer Emul- 
sion gut méglich. 

* Diese Kristalle sind so plastisch, da® sie nur durch Reiben auf einer feinen 
Feile gepulvert werden konnten. 
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Dadurch steigt die (normalerweise vernachlaBigbar kleine) Réntgen- 
belichtung des Praparatfilms durch die Abtastung so erheblich, daB das 
Gebiet kleiner Vorbelichtungen gar nicht vermessen werden kann. Es 
ist durchaus méglich, daB das Aufweitungsgebiet ganz ubersprungen 
und nur eine Gitterkontraktion gefunden wird. Die MeBreihe an den 
erwahnten AgBr-Kristallen ergibt, wie aus der gestrichelten Kurve in 
Fig. 7 zu ersehen, nur eine Abnahme der Gitterkonstante mit zuneh- 
mender Belichtung. Dies muB zweifellos in der hier auseinandergesetzten 
Weise verstanden werden, so daB kein Widerspruch zu den iibrigen in 
diesem Abschnitt mitgeteilten Ergebnissen vorhanden ist. Es liegt nahe, 
auch die von BERRY [6] an stehendem Film gefundene Kontraktion mit 
zunehmender Réntgenbelichtung unter diesem Gesichtspunkt zu_be- 
trachten. 


6.2. Das Verhalten des AgBr-Gitters bei Einwirkung von sichtbarem Licht. 


Das Verhalten des AgBr-Gitters wurde nun nach Einwirkung von 
sichtbarem Licht untersucht. Um den EinfluB der bei der Abtastung 
entstehenden kleinen Réntgenbelichtung nicht zu sehr anwachsen zu 
lassen, wodurch eine saubere Trennung zwischen Licht- und Réntgen- 
effekten unméglich wiirde, wurde hier keine wiederholte Abtastung des- 
selben Films vorgenommen. Abgesehen von dem erheblichen Film- 
verbrauch (etwa 100 m Film fiir jeden MeBpunkt) tritt bei diesem Vor- 
gehen eine neue Fehlerquelle auf. Unter ungiinstigen Verhdltnissen 
k6nnen Schwankungen der Filmdicke eine von Aufnahme zu Aufnahme 
sich andernde Verbreiterung der Riickstrahllinie ergeben, wodurch 
leicht eine kleine Gitteranderung vorgetauscht wiirde. Bei den Unter- 
suchungen mit Réntgenbelichtungen bestand diese Gefahr nicht, da hier 
ein und derselbe Film fiir die ganze MeBreihe verwendet wurdel. 


Eine Aufteilung des Al-Eichpulvers auf méglichst viele, titber die ganze 
Filmlange verteilte Stellen, bietet eine gewisse Méglichkeit, stérende 
Dickenanderungen zu erkennen. Die Scharfe der Al-Linien kann dann 
als MaB fiir die Konstanz der Filmdicke betrachtet werden. Da bei ver- 
schiedenen Emulsionsnummern der gleichen Filmsorte gelegentlich 
ebenfalls auch kleine Unterschiede in der Gitterkonstante zu beobachten 
sind, diirfen nur Filme der gleichen Lieferung miteinander verglichen 
werden. Aus den Messungen ergibt sich qualitativ derselbe Verlauf der 
Gitteranderungen wie bei Réntgenbelichtung. In Fig. 8 sind die Gitter- 
anderungskurven als Funktion der Lichtexposition tiir zwei Filmsorten 
wiedergegeben. 


1 Bei starken Schwankungen der Filmdicke wiirde die MeBgenauigkeit zwar 
herabgesetzt, weil die Linie verschmiert wird, eine Gitteranderung kann aber nicht 
vorgetauscht werden, da der EinfluB auf allen Aufnahmen einer Serie derselbe ist. 
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Bei beiden Filmsorten liegt das Maximum der Gitteranderung unge- 
fahr bei der Belichtung, die zur Erzielung der maximalen Schwarzung 
erforderlich ist. Da, wie schon mehrfach erwahnt, ISS- und Igepe-Film 
typische Vertreter fiir héchstempfindliche und extrem unempfindliche 
Emulsionen sind, ist es verstandlich, daB die Maxima der beiden in 
Fig. 8 dargestellten Kurven bei verschiedenen Abszissenwerten liegen. 
Bei Réntgenbelichtung (vgl. Fig. 7 auf S. 256) treten nur geringe Unter- 
schiede in der Lage dieser Maxima auf. Dies riihrt daher, daB die R6nt- 
genempfindlichkeit all dieser Emulsionen nahezu gleich ist. 

Beim Vergleich der Fig. 7 und 8 fallt weiter auf, daB bei ISS-Film 
die durch Licht erzeugte Aufweitung um den Faktor 2 kleiner als bei 
Réntgenstrahlung ist. Ausgehend von der Vorstellung, daB die Bezirke 

x des latenten Bildes das sie um- 
: Uae ISS, 


+—__[gepe gebende Gitter verspannen, kann 
ad? die verschieden groBe Aufweitung 
> 0 als Hinweis auf einen durch 


Fig. 8. Durch Lichtexposition B an ISS- und hitb, *  Réntgenstrahlen bewirkten Volum- 
Film hervorgerufene relative Gitteranderung 4d/a. effekt im Gegensatz zu einem 

durch sichtbares Licht erzeugten 
Oberflacheneffekt angesehen werden. Das durch Réntgenstrahlen im 
wesentlichen im Inneren des Korns erzeugte latente Bild beeinfluBt 
das umgebende Gitter starker als die durch Licht nur an der Oberflache 
des Korns veranderten Gitterbereiche. 

Bei Igepe-Film liegen allerdings die Verhaltnisse umgekehrt. Die 
mit Licht erzeugten Gitteranderungen sind gréBer als die durch Réntgen- 
strahlen hervorgerufenen. Der Verdacht, da hier die in 4.4 diskutierte 
Silberkoinzidenz auftritt, wodurch bei Igepe-Film eine Aufweitung 
vorgetauscht wiirde, bestatigt sich nicht. Einmal wurde die benach- 
barte Ag-Interferenz (331), die dann ebenfalls auftreten miiBte, nicht 
beobachtet, zum andern hatte sich aber auch schon bei den Vorunter- 
suchungen gezeigt, daB diese Emulsion iiberhaupt keine Neigung zur 
Ausbildung eines réntgenographisch erkennbaren Silbergitters zeigt. 
Abgesehen davon, daB bei derartigen Diapositivemulsionen mitunter 
recht unerwartete Erscheinungen auftreten, die nicht ohne weiteres 
verallgemeinert werden diirfen, spielt vielleicht hier die um eine 
GréBenordnung kleinere KorngréBe eine Rolle. Bei kleinen Kérnern 
ist von vornherein ein stairkerer EinfluB des Oberflachenbildes zu 
erwarten., 

Die Schrumpfung nach sehr starken Réntgenbelichtungen ist 
nach den vorliegenden Messungen (vgl. Fig. 7 und 8) starker als nach 
Expositionen mit sichtbarem Licht. Auch hier handelt es sich ver- 


mutlich um einen durch Volum- und Oberflicheneffekte bedingten 
Unterschied. 
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7. Zusammenstellung und Diskussion der Ergebnisse. 


Die wichtigsten MeBwerte der in Abschnitt 6 mitgeteilten Ergebnisse 
sind in Tabelle 1 zusammengestellt. Alle Messungen beziehen sich auf 
die Lage des Intensitatsmaximums der Beugungsringe. Diese Maxima 
verschieben sich mit zunehmender Vorbelichtung kontinuierlich. Auf 
die Linienmitte bezogene Messungen lassen in den meisten Fallen keine 
Gitteranderung erkennen. Da die Messungen sehr zeitraubend sind, 
wurden nur von den wichtigsten Punkten jeder Serie mehrere Aufnahmen 
gemacht!. Diese hauptsiachlich an unbelichtetem und zur maximalen 
Schwarzung vorbelichtetem Film ausgefiihrten Kontrollaufnahmen er- 
gaben eine innerhalb der in Tabelle 1 angegebenen Auswertefehler 
liegende Reproduzierbarkeit der Messungen. 


Tabelle 1. AgBr-Netzebenenabsiand (620) in A bei verschiedenen Vorbelichtungen 
sowie maximale relative Gitteraufweitung. (R = Exposition mit Réntgenstrahlen; 
L = Exposition mit Licht.) 


Praparat AgBr+Ag,S 
Unbelichtet 0,91022 | 0,91080 | 0,91420  0,91192 | 0,91212 | 0,91115 
+2 = a, = #0 == SES a3 
Zur 
maximalen {R] 0,91043 0,911 50 0,91427 | 0,91251 0,91245 = 
Schwarzung | L] 0,91051 — 0,91425 | 0,91222 | 0,91238 — 
belichtet | 
Letzter MeB- 
wert bei R] 0,91011 0,91085 | 0,91403 | 0,914 7% .\.0,91210)-}\10;910:77 
sehr hoher L] 0,91030 co 0,91410 | 0,91200 | 0,91172 0,91098 
Belichtung 
Maximale relative Gitteraufweitung x 104: 
R 2,3 7,5 wo | Oe i 37 — 
L 3,2 — 0,5 | 3,3 2,9 aes 


Aus dem systematischen Gang der Gitterkonstante mit der Belich- 
tung ergibt sich die Méglichkeit, die Entstehung des latenten Bildes 
durch Réntgenmessungen zu verfolgen. Wahrend sich bisher das Augen- 
merk auf die ,,Zentren“ des latenten Bildes, also auf sehr kleine Einzel- 
stellen im Gitter richtete, wobei das Gesamtgitter — von Leitfahigkeits- 
betrachtungen abgesehen — auBer acht gelassen wurde, beschreitet die 
Roéntgenmethode gerade den umgekehrten Weg und stellt deshalb eine 
willkommene Erginzung der bisherigen Betrachtungsweise dar. Die 
Réntgenmessungen geben AufschluB tiber den Zustand ganzer Gitter- 
bereiche. Die Zentren selbst konnen zunachst nur an ihren Auswirkungen 


1 Jede Aufnmahme wurde mehrfach nach der in Abschnitt 5.4 beschriebenen 


Methode ausgemessen. 
18* 
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auf das umgebende Gitter erkannt werden, es sei denn sie wachsen zu 
solcher GréBe, daB sie schlieBlich rontgenographisch erfaBbar werden? 
und sich identifizieren lassen ?. 

Fast alle iiber die Entstehung des latenten Bildes aufgestellten 
Theorien lassen geringe Gitteranderungen wahrscheinlich erscheinen. 
Auch die heute in ihren groBen Ziigen allgemein anerkannte Theorie 
von GURNEY und Mott 1aBt kleine Gitteranderungen durchaus erwarten. 
Dies gilt nicht nur fiir den Fall, daB sie nur auf (auBere und innere) Ober- 
flachen anwendbar ist, sondern in verstarktem MaBe, wenn sie auch, 
was sehr umstritten ist, fiir die Zentrenbildung in Innenbezirken des 
Gitters zutrifft. Denn gerade in diesem Fall wiirden durch das Zuwan- 
dern von Ag*-Ionen verhaltnismaBig groBe Spannungen im Kristall- 
gefiige entstehen, die ee Aufweitung des Gitters erwarten lassen. Die 
(vermeintliche) Harte dieser Vorstellung wird durch eine von MIT- 
CHELL [24] schon 1949 (also vor seinen S. 250 zitierten Einkristallunter- 
suchungen) aufgestellte Theorie vermieden, nach der das innere Bild aus 
F- bzw. F’-Zentren aufgebaut werden soll. Eine reine F-Zentrenbildung 
in vorher vorhandenen Anionenleerstellen muB8 zu einer Kontraktion des 
Gitters fiihren. 

Die groBten Gitteranderungen beim Aufbau des latenten Bildes lieBe 
eine Theorie von Huccins [26] erwarten, die auf einer hypothetischen 
Strukturumwandlung des Kristallgitters aufgebaut ist. 

Mit dieser kurzen Ubersicht sollten die bei den wichtigsten Theorien 
zu erwartenden Gitteranderungen aufgezeigt werden. 

Aus unseren Messungen ergibt sich ohne Hinzunahme anderweitig 
ermittelter Tatsachen folgendes Bild, das die Frage, wie man sich die 
Zentren vorzustellen hat, noch offen laBt: 

Die bet der Entstehung des latenten Bildes beobachtete Gitterauf- 
weitung kommt durch eine Art Mischkristallbildung zwischen Ionen- 
gitter einerseits und den durch die Belichtung entstehenden Zentren 
andererseits zustande. Mit zunehmender Belichtung wachst die Kon- 
zentration der im Licht gebildeten Komponente bis Sattigung erreicht 
ist. Bei weiterer Belichtung setzen dann Ausscheidungsvorgange ein. 
Sie beruhen auf einer (nach sehr starker Belichtung auch réntgenogra- 
phisch beobachtbaren) Ausbildung eines Silbergitters in heterogener 


Phase. In diesem zweiten Teil des Prozesses nimmt die Gitterkonstante 
des AgBr-Gitters wieder ab, 


Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. G. Joos méchte 
ich fiir die groBziigige Férderung dieser von ihm angeregten Arbeit, fiir 


+ Dazu ist eine Ausdehnung iiber mindestens drei Netzebenen erforderlich. 

* Dies ist nur méglich, wenn die von den Zentren zu erwartenden Beugungs- 
effekte bekannt sind, was bei den neuerdings viel diskutierten Assoziaten aus Ionen 
Léchern und Elektronen (vgl. z. B.{17], durchaus nicht der Fall ist; vgl.auch[22], [23]. 
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viele wertvolle Ratschlage und fiir das dem Fortgang der Messungen 
stets entgegengebrachte freundliche Interesse meinen wiirmsten Dank 
sagen. Das fiir die Untersuchungen benétigte Filmmaterial wurde von 
der Agfa-Photofabrik Leverkusen zur Verfiigung gestellt, wofiir ich 
insbesondere den Herren Dipl.-Phys. F. WAGNER, Agfa-Camerawerk, 


Miinchen, und Herrn Direktor Dr. MILLER, Leverkusen, zu groBem Dank 
verpflichtet bin. 
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Das elektrische Massenfilter. 


Von 
W. PAuL und M. RAETHER. 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 14. November 1954.) 


In einer vorausgegangenen Abhandlung wurde von Paut und STEINWEDEL! ein 
neues, rein elektrisch arbeitendes Massenfilter vorgeschlagen, das gegeniiber den 
bisherigen Verfahren zur Bestimmung der spezifischen Ladung e/m von Ionen 
Vorteile zu haben verspricht. In der Zwischenzeit wurde das neue Verfahren 
experimentell gepriift und eine Bestatigung der Uberlegungen gefunden. 


A. Theoretischer Teil. 


Die bisher verwendeten Massenspektrographen bzw. elektromagne- 
tischen Isotopentrenner arbeiten nach folgendem Prinzip: 


Durch Messung von zwei der drei GréSen Impuls, Energie und Ge- 
schwindigkeit der Ionen wird durch Elimination der Geschwindigkeit e/m 
der Ionen bestimmt. Es findet dabei in der Regel eine raumliche oder 
zeitliche Trennung der Ionen verschiedener Masse statt. Der Impuls 
wird durch Ablenkung der Ionen in einem Magnetfeld gemessen, die 
Messung der Energie erfolgt durch Ablenkung oder Beschleunigung der 
Ionen in einem statischen elektrischen Feld. Die Geschwindigkeit ergibt 
sich aus der Laufzeit, die die Ionen benétigen, um eine vorgegebene 
geradlinige oder gekriimmte Strecke zu durchlaufen. Die Messung erfolgt 
mit hochfrequenztechnischen Mitteln. Doch werden dabei nur Ionen 
zur Messung benutzt, die jeweils wahrend eines bestimmten kurzen 
Zeitintervalls starten (Impulsbetrieb) bzw. die bestimmten Phasen- 
beziehungen geniigen. 


Im vorliegenden Verfahren wird fiir die Messung von e/m von keiner 
der genannten GréBen Gebrauch gemacht, sondern es wird die (zeitab- 
hangige) Beschleunigung eines Ions in einem hochfrequenten elektrischen 
Feld gemessen und zur Aussortierung der Massen benutzt. Die raum- 
liche Verteilung des elektrischen Feldes ist dadurch gekennzeichnet, daB 
sein Potential V(x, y, z, t) eine rein quadratische Funktion der Koordi- 
naten x, y,z sein muB. 

Sieht man von Drehungen und Verschiebungen des Koordinaten- 
systems ab, so ist das allgemeinste derartige Potential gegeben durch 


V(x, y, 2, t) = f(t) (ax® + By? — yz’). (1) 
1 PAUL, W., u. H. STEINWEDEL: Z. Naturforsch. 8a, 448 (1953). 
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Dabei ist /(#) eine beliebige periodische Funktion der Zeit; wegen der 
Laprace-Gleichung A4V=0 miissen die Konstanten «, 8 und y der Be- 
ziehung «+ f=y geniigen. 

Bringt man Ionen in ein derartiges Feld, so fiihren ihre Bewegungs- 
gleichungen auf Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten 
(periodische Federkraft), die sich durch Bereiche von stabilen bzw. in- 
stabilen Lésungen auszeichnen. Es gibt also zwei verschiedene Arten 
von Ionenbahnen; entweder fiihren die Ionen um das Symmetriezentrum 
des Feldes Schwingungen aus, deren Amplituden einen bestimmten 
Maximalwert nicht iiberschreiten (stabile Bahnen), oder aber die Am- 
plituden nehmen auBerordentlich rasch zu, so daB die Teilchen in sehr 
kurzer Zeit auf die felderzeugenden Elektroden fliegen, also ausgeschie- 
den werden (instabile Bahnen). Bei vorge- 
gebenem Feld und Zeitabhangigkeit /(#) hangt 
es allein von der spezifischen Ladung des Ions 
ab, ob es eine stabile oder instabile Bahn be- 
schreibt. Die Stabilitat oder Instabilitat der 
Bahnen ist insbesondere unabhangig vom An- fh. oe eee uke ie 
fangsort sowie Richtung bzw. GréBe der An- bolischen Elektroden. 
fangsgeschwindigkeit der Ionen. Man wird da- 
durch weitgehend unabhangig von den Eigenschaften der Ionenquelle. 
Liegt e/m eines Ions in einem stabilen Bereich, so sind alle mdglichen 
Bahnen stabil, liegt es in einem instabilen Bereich, so sind alle még- 
lichen Bahnen instabil. Die Theorie entspricht weitgehend derjenigen 
des Fokussierungsverfahrens mit alternierenden Feldgradienten beim 
Synchrotron, bei dem man jedoch solche Instabilitaten der Bahn ver- 
meiden muB, die hier gerade ausgenutzt werden. 


= 


a 


uy 


Ein spezteller Fall. 


Fiir die folgende Untersuchung wurde eine Anordnung gewahlt bei 
der in Gl. (1) «=O ist, d.h., das Potential des verwendeten Feldes hat 
die Form 

V(y, 2, t) = cf (t) (y? — 2°). 


Es wird realisiert durch ein zur x-Achse symmetrisches Vierpolfeld mit 
hyperbolischen Elektroden (Fig. 1). Wird der Abstand des Scheitels 
der Hyperbel von der x-Achse mit 7, bezeichnet, und liegt an den Elek- 
troden abwechselnd die Spannung U, so wird 


V= Ee (y8 3") (2) 
0 
und die Feldstarke 
pete ALS 
Es — =| on V5 E, - ra 
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Ist U eine Wechselspannung der Form U=U,coswt, so lauten die 
Bewegungsgleichungen eines Ions: 


nmi =O 
2s Ze U, a 
my — a y:cosmt=0 (3) 
mz + mb -z:-coswi=0. 
"0 


Die etste Gleichung liefert *—const, d.h., das Ion fliegt in der x-Rich- 
tung mit konstanter Geschwindigkeit. Die anderen beiden Gleichungen 
sind Spezialfalle der MATHrEUschen 
Differentialgleichung, die in ihrer 
allgemeinen Form lautet?: 


d*z 
qe 


+(a—2qcos2¢)z=0. (4) 


Die allgemeine Lésung dieser Glei- 
chung laBt sich darstellen durch: 


Fig. 2. Stabilitatsdiagramm der Matutiev- 


Funktionen. JIonen, deren a- und [ q-Werte re po Tan ae. 
innerhalb der schraffierten Bereiche liegen, z—A-el> » Cn e**1 Be: » fy Ce 
durchlaufen stabile Bahnen. OS basi 


Man erkennt hieraus, daB es zwei Arten von Lésungen gibt. Ist der 
charakteristische Exponent uw, der aus a und g berechnet werden kann, 
imaginar, so bleibt die Lésung fiir alle ¢ beschrankt. Ist dagegen yu 
reell oder komplex, so wachst die Amplitude exponentiell an, die Bahn 
ist instabil. Die Eigenschaft einer Lésung stabil oder instabil zu sein, 
hangt nur von der GréBe der Parameter a und g ab. Sie ist unabhangig 
von den Anfangswerten z) und 2), wie in der Einleitung bereits gesagt. 
Tragt man die stabilen Bereiche in der a, g-Ebene auf, so erhalt man 
Fig. 2. Die stabilen Bereiche sind schraffiert eingezeichnet. Aus dem 
Vergleich der Gln. (3) und (4! ergibt sich, daB in unserem Beispiel 


4eU, 


_— und = rm ow’ (5) 


2 


amt . : ‘ : » . 
¢= ist. Die Ionen kénnen sich also an irgend einem Punkt der 


q-Achse des Diagramms 2 befinden. In Fig. 2a ist die Umgebung der 
q-Achse herausgezeichnet. Die héheren Bereiche sind der Deutlichkeit 
halber tbertrieben breit dargestellt. Von g=0 bis g=0,92 halt sich 


* Siehe z.B. McLacuian, N. W.: Theory and Application of Matuteu-For- 


mations. Oxford 1947. — MEIXNER, J., u. SCHAFKE: MAtTHtEU-Funktionen. 
Berlin: Springer 1954. 
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das Ion in einem stabilen Bereich auf, von g=0,92 bis g=7,50 in einem 
instabilen, von g=7,50 bis g=7,52 wieder in einem stabilen usw. 
Bei vorgegebener Wechselspannung und Frequenz hangt es nach 
Gl. (5) also nur von e/m ab, in welchem Bereich sich das Ion befindet. 
Fir eine Wechselspannung von 1000 V sind die beiden ersten stabilen 
Bereiche in einem M, »-Diagramm in Fig. 3 schraffiert aufgetragen 


(M = Massenzahl defi- 42 


. é é 
niert durch ae mM? 92 752 125 
ve 750 EN 
v=Frequenz}. Mansieht 


Fig. 2a. Schnittpunkte der stabilen Bereiche mit der g-Achse. 


daraus folgendes: Ent- 
halt ein Ionenstrahl verschiedene Massen, so werden im ersten Bereich 


bei vorgegebener Wechselspannung und Frequenz nur Massen oberhalb 


einer Masse m = =" 5a. a » durch das Feld hindurchgelassen. Im 
Aq 


zweiten Bereich wird nur els ein endliches Massenintervall 4m = —4+.m 
q 


durchgelassen. Da A q/q fiir den 
zweiten Bereich ~ 1 %o ist, sollte pod SEES SRS SSS 
man erwarten, daB beikleineren gg} SSE: 


Massen noch Isotope getrennt = % 
= = : ~ 1 Bereich 
werden kénnen. Stérend wirkt § # Sey 
S 
s 10 NN 


dabei, daB dem 2. Bereich ein 
Massenkontinuum im 1. Bereich 
iiberlagert ist. Vom 3. Bereich = 3s 
ab wird Ag/g sehr klein, so daB K ¥ 
man eine sehr gute Auflésung 50 20MRc 08 6 ¥ 3  2MN2 7 0806 O¥MHz 
erwarten sollte. Der Nachteil Frequenzv hb 

. er Fig. 3. DurchlaBbereiche des Massenfilters bei einer 
der Uberlagerung ist natiirlich Wechselspannung U, = 1000 V, 7, =0,5cm. Ionen deren 
auch bei diesen hdéheren Be- Massenzahl im schraffierten Bereich liegt, konnen das 

; : Filter passieren. 

reichen vorhanden. Allerdings 
sind sie aus Intensitatsgriinden kaum zu verwenden. Wie sich aus den 
Gln. (12) ergibt, diirften namlich die Anfangsenergien der lonen in y- 
bzw. z-Richtung im 3. Bereich den Betrag von 10% eV nicht tiber- 
schreiten. 

Uberlagert man der Wechselspannung eine Gleichspannung, wahlt 
man also U=U,+ U, cos wt, so ist es méglich, auch im ersten Bereich 
nur ein kleines "Wissestiitervatl AM durchzulassen. Die Bewegungs- 
gleichungen lauten nunmehr: 


y— (U,+U,: coswt):y= 0 | 


mr 


(6) 
#4+—2(U,+ U,: coswt) z= 0. | 
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Vergleicht man Gl. (6) mit Gl. (4) so ergibt sich nun 


8eU, 8e U, = 
ay = —=— ; a,—= + i? 5 , (7) 
¥ remo" remo 


waihrend g = —,—-°, in beiden Bewegungsrichtungen bleibt. Das Ver- 
%g MW 


haltnis “ = 4258 hangt nur von Gleich- und Wechselspannung ab, 
q 


0 . . . 
nicht aber von Frequenz und Ionenmasse. Im a, g-Diagramm sind die 


Kurven u—-Zt =“ =const Geraden, die vom Ursprung ausgehen 
2q 


und symmetrisch zur g-Achse 
liegen. 

In Fig. 4 ist ein Ausschnitt 
aus dem 1. Stabilitatsbereich und 
ein Geradenpaar “=const einge- 
zeichnet. Die Halbebene a<0 
entspricht der y-Richtung, die 
Halbebene a > 0 der z-Richtung 
[vgl. (7)]. 

Denkt man sich Amplitude und 
Frequenz der Wechselspannung 
konstant gehalten, so liegen alle 
Massen auf den Geraden “= const. 
Dem Wert gq, entspricht die 
Masse m,, J. m, und g,—mz. 
In einen stabilen Bereich fallen in 
der y-Richtung nur die Massen m, 
bis mg, in der z-Richtung nur die Massen oberhalb m,. Da ein Ion das 
Feld nur passieren kann, wenn es sowohl in der y-Richtung als auch 
in der z-Richtung stabil ist, wird also insgesamt nur ein Masseninter- 
vall Am=m,—mz, durchgelassen. Die Breite des DurchlaBbereichs in 
Abhangigkeit von der Gleichspannung erhalt man aus den Schnitt- 
punkten der Geraden «=const mit den Grenzkurven des 1. Stabilitats- 
bereichs. Bei Erhéhung der Gleichspannung wird der Winkel zwischen 
den Geraden und der g-Achse gréBer und dadurch der DurchlaBbereich 
enger. Bei einem Verhaltnis U,/Up = 0,166 = tmax ergibt sich im Grenzfall 
ein unendlich schmaler Bereich. Oberhalb w,,,, kann kein Ion das 
Feld passieren. g nimmt in diesem Fall den Wert derens = 0,706 an. 
Die Grenzkurven werden durch die Gleichungen 

rh 
A ot Pam i ee 
fiir die untere Grenzkurve bzw. 
4 a. hes (8) 
Omi — 2 > gb ee =e ne ee 


fiir die obere Grenzkurve 


Fig. 4. Der erste Stabilitatsbereich. VergroBerter 
Ausschnitt aus Fig. 2. 


“i 
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dargestellt. In der Umgebung des Punktes Y= Yerenz ergibt sich 


Aq = (0,236 — 1,410u) (__* va 


1,176 + 2% 0,629 — 2u, 


oder naherungsweise fiir einen sehr schmalen Bereich (A g/g < 5%) 
Aq = 4 (0,236 — 1,410). 
Bei konstanten FeldgréBen entspricht dies einem Massenbereich 


Am=4 - (0,236 — 1,410w). 


Hieraus la8t sich das theoretische Massenauflésungsvermégen als Funk- 
tion der Gr6éBe « errechnen;: es ist 


m v 0,75 


208 (9) 


1 
Am 2 Ay 1 — U|Urnay 
Die Frequenzbandbreite fiir eine Masse ergibt sich zu 
Ayaes (14 — U/Umax) - (10) 


Bei der Berechnung des DurchlaBbereiches wurde stillschweigend die Vor- 
aussetzung gemacht, daB das Feld in der x-Richtung unendlich lang ist, 
da nur fiir too die Amplituden der instabilen Ionenbahnen gegen co 
streben. In der Praxis ist es hinreichend zu verlangen, daB die Ionen 
soviele Feldwechsel erleben, daB die Amplituden der instabilen Bahnen 
geniigend stark anwachsen, um die Jonen auf die Elektroden auftreffen 
zu lassen. Man muB also die Feldlange L nur so groB machen, daB die 
Verweilzeit der Ionen im Feld groB ist gegen die Dauer einer Hoch- 


- yi a x lis er 
frequenzperiode. Diese ist tT = , wenn v= \% die Geschwindig- 
m 


keit der Ionen und U, die Beschleunigungsspannung ist. Dieser Aus- 
druck soll groB sein gegen 1/y, also 


L>nx\/7 529. (11) 
Uy 


Fiir L=50cm, 7,=0,5 cm und U,=1000 V ist die Anzahl der Feld- 


wechsel gegeben durch n=. “es ° - 400 V-Ionen erleben also 85 Feld- 


wechsel, 1000 V-Ionen nur 25, a Wert, bei dem es zweifelhaft ist, ob 
die Amplituden der falschen Massen bereits so stark angewachsen sind, 
daB sie nicht mehr auf den Auffanger treffen. 

Damit die gewiinschten Massen das Feld wirklich passieren k6énnen, 
ist es notwendig, daB ihre Amplituden in der y- und z-Richtung den 
Betrag 7, nicht tiberschreiten. Diese Forderung bedeutet eine Einschran- 
kung fiir die Anfangskoordinaten. Eine Berechnung der Amplituden aus 
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der Matuieuschen Differentialgleichung fiir die méglichen a, g-Werte 
innerhalb des stabilen Bereichs in Abhangigkeit von den Anfangsbedin- 
gungen yg, Z) und dem EinschuBwinkel ist kompliziert und soll einer 
folgenden Untersuchung iiberlassen bleiben. Eine grobe Abschatzung 
fiir den maximalen EinschuBwinkel bzw. die Energie der Bewegung in 
radialer Richtung wurde von PauL und STEINWEDEL gegeben. Sie 
lautet: vr 

e U, < e(Uy + U,) e-7V24+e | 


aah (12) 
eU, <e(U,— U) e-N2a- ¢.| 


B. Experimenteller Teil. 


Fiir die praktische Darchfiihrung wurde das Hyperbelfeld durch vier 
runde Messingstangen von 10+0,01 mm © und 50 cm Lange in 10 mm 
Abstand approximiert, d.h. die Hyperbeln wurden 
durch ihre Kriimmungskreise im Scheitel ersetzt 
(Fig. 5). Messungen im elektrolytischen Trog und eine 
rechnerische Abschatzung zeigten, daB diese Anord- 
nung innerhalb eines Kreises mit dem Radius 2/37 
um den Nullpunkt mit hinreichender Genauigkeit 
tee Querschnitt das exakte Feld realisiert. Die Stabe wurden in 
Elektrodenanordnung. Messingscheiben mit Ergan als Isolationsmaterial 

gelagert. Ihre gegenseitige Lage konnte nachtraglich 
nicht justiert werden. Das Stabsystem wurde beiderseitig durch ge- 
erdete kreisférmige Blenden von 8mm © gegen Ionenquelle und Auf- 
fanger abgeschirmt. In dieses Feld wurden Rubidiumionen aus einer 
Glithanode eingeschossen. Rubidium wurde gewahlt, weil die beiden 
Isotope 85 und 87 zwei Masseneinheiten auseinander legen und ein 
giinstiges Mischungsverhaltnis 2,67:1 haben. 

Aus den FeldgréBen errechnet sich, daB bei einer Hochfrequenz- 
amplitude von 1000 V und idealem Auflésungsvermégen, die Masse 85 
bei einer Frequenz von 2,55 MHz liegt. Die Massen 4 bis 250 umfassen 
einen Frequenzbereich von 12 bis 1,5 MHz. 

Die Hochfrequenzspannung wurde mit einem selbsterregten Gegen- 
taktsender erzeugt. Dabei muBte Sorge dafiir getragen werden, daB 
die Hochfrequenzspannung iiber einen gréBeren Frequenzbereich kon- 
stant blieb. Dies wurde durch eine Riickwartsregelung der Anoden- 
spannung erreicht. Die so erreichte Konstanz betrug 0,01 % iiber einen 


+ Der Arbeit von PAuL und STEINWEDEL liegt die MaTHiEusche Differential- 
gleichung in der Form 

d® x 

dt? 


zugrunde. V ist dort die doppelte Scheitelspannung. 


-+ (A+ q:+cos2¢) =0 
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Frequenzbereich von 200kHz. Die geregelte Amplitude der Hoch- 
frequenz konnte von 700 bis 1100 V Spitzenspannung variiert werden, 
die Frequenz von 2 bis 3 MHz bei einer Frequenzkonstanz von 11074 


nach halbstiindiger Anlaufzeit. Die bendtigte HF-Leistung betrug 
etwa 5 W. 


Zufihrung 


Lonenquelle_, Justiervorrichiung _, 2er Hochtrequenz 


Mitts 


Kihlung | ees amt N érgan \~ 
= 
: 
wy N .  — SAPs. ee Ea || OS 
SS N ‘Gininitts-_. B Messingrohr~ Tal Austritts- 


~ blende, b/ende 


Fig. 6, Schnitt durch die Apparatur. 


Das Stabsystem hatte eine Kapazitat von etwa 60 pF; es wurde so 
angekoppelt, daB es als Zusatzkapazitat im Schwingkreis lag. Die 
Gleichspannung wurde dem System iiber 2 HF-Drosseln symmetrisch 


gegen Erde zugefiihrt, sie konnte wahl- _,,, 
w= psig | TT 


weise einem besonderen Netzgerat oder #* 
durch Gleichrichtung dem Hochfre- 
quenzgenerator entnommen werden. 
Letzteres hat den Vorteil, daB bei 
einer Variation der Hochtrequenzampli- 
tude automatisch das Verhiltnis U,/U, 
konstant bleibt. Fig.6 zeigt einen 


Querschnitt durch die Apparatur. 


Mefergebnisse. 


Gemessen wurde der Ionenstrom 
in einem am Ende des Feldes stehen- 
den Auffanger in Abhangigkeit von Freguenz v 
Frequenz baw. Amplitude der Wech- Me? Peri sin tne tot 
selspannung und der Hohe der tiber- Wechselspannung. Parameter u = Ug/U,. 
lagerten Gleichspannung. Bei den in 
Fig. 7 gezeigten Messungen wurde die Amplitude konstant 925 V 
gehalten und die Frequenz variiert, mit wachsender Gleichspannung als 
Parameter. Die EinschuBspannung der Ionen betrug 110 V. Bei der 
dadurch gegebenen Geschwindigkeit erleben die Ionen etwa 75 HF’ 
Perioden im Feld. In Fig. 7 ist als Abszisse die Frequenz aufgetragen, 
als Ordinate der Ionenstrom. Der Ionenstrom des Isotops 85 wurde in 
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allen Fallen =100 gesetzt. Als Ma8 fiir das Auflosungsvermogen ist 
derjenige Bruchteil der Intensitat von Rubidium 87 in % angegeben, 
der zwischen den Linien stehen bleibt. Bei w= 0,164 ist der Untergrund 
kleiner als 1%. Die Halbwertsbreite der Linien betragt 5 kHz. Man 
erhilt somit ein Auflésungsvermégen von M/AM=250. Tragt man 
die gemessene Halbwertsbreite Ay als Funktion von uw auf, so erhalt 
man eine Gerade, wie sie auch nach 
Gl. (10) zu erwarten ist (Fig. 8). 
Ebenso ergibt sich fiir das Auf- 
lésungsvermégen »/Myv die nach 
Gl. (9) erwartete Abhangigkeit. 
Man sieht daraus, wie empfindlich 
das Auflésungsvermégen auf An- 
derungen der iiberlagerten Gleich- 
spannung reagiert. Bemerkenswert 
ist, daB die theoretische Linien- 
breite fast doppelt so groB ist wie 
die gemessene Halbwertsbreite. Die 
eingezeichnete theoretische Breite 
ergibt sich aus der Annahme, daB8 


a a a 
—— experimentell 
---- Sheoretisch 


| 


+ 4 


ad 
] 


ele 


lonenstrom 


0 
30 92 9¢ 96  358%—100 


2 
240) «244% = 2¥8MHz 
oe 
Umax Freguenz v 
Fig. 8. Das Auflésungsvermégen bzw. Linienbreite Fig. 9. Durchlissigkeitskurve des Massenfilters bei 
als Funktion der tberlagerten Gleichspannung. Beschleunigung der Ionen mit 
Umax =100%. Gestrichelte Kurven gerechnet, 220 V Wechselspannung. 


jedes Ion, das im stabilen Bereich liegt, auch in den Auffanger gelangt, 
d.h. daB die Amplituden aller Teilchen kleiner 7, bleiben. Dies ist 
jedoch nicht der Fall. Ionen die in der Nahe der Stabilitatsgrenze 
liegen, vollfiihren, wie eine eingehende Betrachtung zeigt, je nach der 
Anfangsphase im Feld sehr grofe Amplitudenschwebungen, so daB 
auch sie ausgeschieden werden. Dies fiihrt zu einer scheinbaren Ver- 
engung des stabilen Bereiches und damit zu einer VergréBerung des 
Auflésungsvermégens. 


Das Mischungsverhaltnis der Isotope 85 und 87 (2,67:1) wurde ohne 
besonderen meBtechnischen Aufwand mit einer Genauigkeit von 3% 
wiedergegeben. 
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Aus der Theorie ergibt sich, daB die Stabilititseigenschaften der 
Loésungen nicht von den Anfangsbedingungen abhiingen. Die Anfangs- 
geschwindigkeit darf also auf die Lage einer Massenlinie keinen EinfluB 
haben. DaB dies tatsichlich nicht der Fall ist, wird in treffender Weise 
_ durch Fig. 9 gezeigt. Bei der hier wiedergegebenen Messung wurden die 
Tonen mit 220 V Wechselspannung beschleunigt, sie hatten also Energien 
zwischen 0 und 310 eV. Trotzdem konnte ein gutes Auflésungsvermégen 
erreicht werden. 


Einflup der endlichen Feldlange. 

Wie oben ausgefiihrt, erleben die Ionen mit steigender Geschwindig- 
keit weniger HF-Perioden, so da fiir die unerwiinschten Massen am 
Ende des Feldes die Am- 
plituden noch nicht ge- 
niigend angewachsen sein 
kénnen. Dies hat zur 
Folge, daB das Auflésungs- 
vermégen oberhalb einer 
gewissen Geschwindigkeit 5 ai aq asa 2 20 252M 
abnimmt. Fig.10zeigt eine Freguenz v 
Durchlassigkeitskurve bei Fig. 10a u.b. Einflub der Tonengeschwindigkeit auf die Linien- 

breite. Beschleunigungsspannung a Ug = 100 V; b Ug =1000 V. 
400 und 1000 V Be- In beiden Fallen u=0,161. 

schleunigungsspannung 

bei gleicher Bereichsbreite. Man sieht, daB 25 Schwingungen, die der An- 
fangsenergie von 1000 eV entsprechen, bereits ein schlechtes Auflésungs- 
vermégen ergeben. Durch weiteres Einengen des Bereiches konnte jedoch 
auch bei groBen EinschuBspannungen das Auflésungsvermégen ver- 
bessert werden. 

Bei den Messungen wurde gewohnlich die Hochfrequenzspannung 
konstant gehalten und die Frequenz variiert. Prinzipiell kann man 
auch das umgekehrte MeBverfahren verwenden. Eine experimentelle 
Priifung ergab die Richtigkeit dieser Uberlegung. 


Tonenstrom 


Ionenstrom und Ausbeute. 


Uber den zu erwartenden Wirkungsgrad (nutzbarer Ionenstrom/ein- 
geschossener Ionenstrom) in Abhangigkeit von EinschuBspannung und 
Bereichsbreite theoretische Voraussagen zu machen, ist nicht ohne 
weiteres méglich. Experimentell ergab sich folgendes: Mit zunehmender 
Gleichspannung, also abnehmender Bereichsbreite, nimmt der Strom im 
Auffanger exponentiell ab. Bei »/A y = 500 betrug der Wirkungsgrad Lore. 

Begniigt man sich dagegen mit einem Auflésungsvermégen »/A v= 110 
was fiir eine Isotopentrennung unter Umstanden hinreichend ist, so 
konnte ein Wirkungsgrad von 10% erreicht werden. Es wurde meist 
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mit Ionenstrémen von 10-6 Amp gemessen. Der Wirkungsgrad hangt 
wesentlich von der Transversalenergie der Ionen und der Feldjustierung 
ab. Er kann sicher verbessert werden. 


Fehlereinfliisse. 


Im wesentlichen treten zwei Effekte auf, die die Wirkungsweise des 
Massenfilters stérend beeinflussen, namlich Feldfehler und Aufladungen 
der Elektroden. 

Hat das Feld nicht genau das Potential V~(y?— z*), so gibt dies zu 
nichtlinearen Gliedern in der MATHIEUschen Differentialgleichung Ver- 
anlassung, die die Stabilitatsgrenzen beeinflussen. Feldfehler dieser Art 
traten auf bei schlechter Justierung der Stabe und bei Verwendung eines 
Feldes mit hyperbolisch gefrasten Elektroden, die mechanisch nicht 
genau genug hergestellt waren. Dies hatte zur Folge, da8 die Massen- 
linien doppelt und dreifach wurden, also instabile Gebiete innerhalb des 
stabilen Bereichs auftraten. Diese interessanten Erscheinungen werden 
weiter untersucht. 


Ist die Hochfrequenzspannung nicht rein sinusférmig, d.h. sind Ober- 
wellen vorhanden, so ist in der MATHIEU-Gleichung cos 2¢ durch die 
FouriEr-Zerlegung der Spannung zu ersetzen. Dies hat jedoch nur sehr 
geringen EinfluB. Verwendet man beispielsweise statt der Sinusspannung 
eine Rechteckspannung, so bewirkt dies nur eine etwas andere Lage der 
stabilen Bereiche. Der Schnittpunkt der Begrenzungskurve des ersten 
Stabilitatsbereichs mit der g-Achse verschiebt sich z.B. in diesem Fall 
um etwa 20%. Fiir die prinzipielle Wirkungsweise des Massenfilters ist 
dies natiirlich véllig unerheblich. Anders verhalten sich dagegen Sub- 
harmonische. Sie geben Veranlassung zu Instabilitaten innerhalb der 
stabilen Bereiche. Es besteht durchaus die Méglichkeit, diese ,,Stopp- 
bander“ wie sie in der Theorie des stark fokussierenden Synchrotrons 
genannt werden, fiir die Massentrennung auszunutzen. 


Selbst bei idealem Feld wird das theoretisch mégliche Auflésungs- 


vermdgen [Gl. (9)] in der Praxis begrenzt durch die Fehler in der Ampli- 
tude und Frequenz der Hochfrequenzspannung. Es gilt 


m 1 
Am Aq 424” 4 AU, ° 
q 4 Uy 

Es liegt in der Natur des hier beschriebenen Filters, daB standig ein 
verhaltnismaBig groBer Ionenstrom auf die Elektroden trifft. Bilden 
sich auf den Elektroden isolierende Schichten, was je nach dem ver- 
wendeten Material mehr oder weniger der Fall ist, so kann die auftref- 
fende Ladung nicht schnell genug abflieBen. In leichteren Fallen wirkt 
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sich dies wie eine zusatzliche Gleichspannung aus, die den Bereich je 
nach der GréBe des Ionenstroms mehr oder weniger zusperrt. Diese 
Erscheinung bewirkt eine Falschung des Haufigkeitsverhaltnisses der 
Isotope. Sie wurde besonders an Elektroden aus Messing beobachtet. 
Durch vernickelte Elektroden gelang es, diesen Effekt weitgehend herab- 
zudriicken. Starke Aufladungen fiihren zu erheblichen Feldverzerrungen. 
Diese geben, dhnlich wie mechanische Feidfehler, Veranlassung zu 
Doppel- und Dreifachlinien. Durch gelegentliches Reinigen des Systems 
lieBen sich solche nichtleitenden Schichten beseitigen. 

Raumladungseinfliisse wurden bei den verwendeten geringen Ionen- 
strémen nicht beobachtet. 


Wir danken dem Wirtschaftsministerium des Landes Nordrhein- 
Westfalen fiir die Unterstiitzung dieser Untersuchungen. 


Bonn, Physikalisches Institut der Universitat. 
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Zur statistischen Beschreibung von Gesamtheiten 
mit kollektiver Wechselwirkung. 
J. Grundlagen und Grenzen kollektiver Beschreibung. 
Von ‘ 
G. ECKER. 


(Eingegangen am 29. November 1954.) 


Die Beschreibung der Gesamtheiten mit kollektiver Wechselwirkung wird einer 
kritischen Betrachtung unterzogen. Es zeigt sich, daB insbesondere die umfang- 
reichen Untersuchungen der jiingeren Vergangenheit zu weitgehendem Verstandnis 
dieses Problems gefiihrt haben. Allerdings st6Bt man dariiber hinaus auf gewisse 
Schwierigkeiten und Diskrepanzen, deren Charakter die Vermutung nahelegt, daB 
sie durch Uberlastung der verwendeten Modellvorstellungen bedingt sind. Vor 
allem scheint es wichtig, der Beschrankung kollektiver Beschreibung durch die 
»individuellen Teilchenaspekte’‘ gréBere Beachtung zu schenken. Das Modell der 
, dispergierten Tragergesamtheit’’ (D-Modell), wie es urspriinglich nur zur Reali- 
sierung der Virasovschen Naherung eingefiihrt wurde, erweist sich insofern von 
allgemeinerer Bedeutung, als es auch die Basis der statistischen Dynamik bildet. 
Die Formulierung der Teilchenbilanz im Phasenraum und der inneren Wechsel- 
wirkung des Ensembles erlaubt zwei Systeme von Bedingungsgleichungen anzu- 
geben, welche die Verwendung des D-Modelles hinsichtlich der Berechnung der 
Tragerkinetik und -wechselwirkung beschranken. Die Interpretation dieser For- 
derungen erméglicht eine Erweiterung und Vertiefung des Begriffes der indivi- 
duellen und kollektiven Teilchenkomponenten. In einer folgenden Untersuchung 
werden wir die hier gewonnenen allgemeinen Ergebnisse zur Klarung der in der 
Einleitung beschriebenen Diskrepanzen und Schwierigkeiten auswerten. 


Einleitung. 


In der Gaselektronik, der Astrophysik, sowie in der modernen Réhren- 
technik besteht hervorragendes Interesse an der Kenntnis des dynami- 
schen Verhaltens der Gesamtheiten mit kollektiver Wechselwirkung. Die 
Benennung ,,kollektive Wechselwirkung’‘ wurde von VLAsov [1], [2] 
gepragt, um solche statistischen Systeme auszuzeichnen, deren einzelne 
Individuen infolge langreichweitiger Zwischenkrafte mit vielen oder 
sogar allen Tragern der Gesamtheit gleichzeitig in dauernder Wechsel- 
wirkung stehen. Dies bedeutet einen wesentlichen Unterschied gegen- 
iiber den gewoéhnlichen statistischen Gesamtheiten mit kurzreich- 
weitigen Zwischenkraften, deren Trager sich abgesehen von gelegent- 
lichen ZusammenstéBen praktisch unabhingig voneinander bewegen. 
Der besondere Charakter der integralen Wechselwirkung bedingt die 
Verwendung neuartiger Naherungen [7] bis [5] und ermoglicht es den 
entsprechenden Systemen, Eigenschaften zu entwickeln, die den iiblichen 
statistischen Gesamtheiten fremd sind. 
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Die weitaus wichtigsten Vertreter der Systeme mit  kollektiver 
Wechselwirkung sind die Elektron-Ion-Gesamtheiten, deren experimen- 
telle Kenntnis seit den ersten Untersuchungen von PENNING (6) und 
LANGMUIR-TONKs [7] in zahlreichen Arbeiten erweitert worden ist, von 
denen wir hier nur einige anfithren kénnen [6] bis [14]. 

Versuche zur theoretischen Erfassung der experimentellen Ergebnisse 
wurden bereits in den Jahren 1925 bis 1940 unternommen [7], [16], 
(17), [18]. Trotz relativ primitiver Modellvorstellungen ergaben sich 
schon bei diesen Rechnungen gréBenordnungsmaBig und qualitativ 
richtige Resultate. Die Basis zu tieferem theoretischen Verstiandnis 
hat jedoch VLAsOv mit der Diskussion des Begriffs der ,,kollektiven 
Wechselwirkung“ in seinen Arbeiten aus den Jahren 1938 und 1945 
geschaffen [1], (2). Seit dieser Zeit sind dann eine groBe Zahl von 
Publikationen erschienen, die wir nach ihrer experimentellen Ausrich- 
tung zweckmaBig in zwei Gruppen (A, B) einteilen. Die eine Gruppe (A) 
behandelt eine endliche Zahl von Tragerstrémen scharf begrenzter Ge- 
schwindigkeit [72] bis [27]. Diese Anordnung ist von Interesse fiir die 
Probleme der Roéhrentechnik. Die zweite Gruppe (B) untersucht im 
Hinblick auf die Probleme der Gaselektronik und Astrophysik eine 
Gesamtheit in thermisch ungeordneter Bewegung mit oder ohne tiber- 
lagerte Stromkomponenten [J] bis [4], [16], [18], [27] bis [40]. Unter 
den Arbeiten dieser letzten Gruppe diirfen die Untersuchungen. von 
Boum und Pines besondere Aufmerksamkeit beanspruchen, da sie 
wesentlich zur begrifflichen Klarstellung der Basis kollektiver Beschrei- 
bung beitragen. 

Die hier skizzierten Ergebnisse haben das Verstandnis unzweifelhaft 
erheblich vertieft. Trotzdem ist unsere Kenntnis nicht befriedigend. 
Dies hat seine Ursache nicht einmal so sehr darin, daB alle Berechnungen 
mit den wenigen Ausnahmen [24], [30) und [19], [27], [30] gezwungen 
sind, sich auf lineare Stérungen zu beschranken und den Einflu8 der 
Randgebiete zu vernachlassigen. Vielmehr ist der Mangel darin zu 
sehen, daB die Ergebnisse zum Teil gewisse Schwierigkeiten aufweisen 
und insbesondere zwischen den Resultaten verschiedenartiger Unter- 
suchungen wesentliche Diskrepanzen bestehen. Auch werden sich die 
grundlegenden Begriffe der ,,individuellen und kollektiven Teilchen- 
komponenten“, wie sie in [3], [4], [4] diskutiert sind, als erganzungs- 
bediirftig erweisen. 

Etwas genauer laBt sich die augenblickliche Situation folgendermaBen 
beschreiben: 

Die Basis fast aller Berechnungen bilden die GesetzmaBigkeiten der 
statistischen Dynamik, MAXxWeELts elektrodynamische Gleichungen und 
zur Formulierung der kollektiven Tragerwechselwirkung die VLasovsche 
Naherung der ,,verschmierten Ladung™, mit deren Bedeutung wir uns 

19* 
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im folgenden noch ausfiihrlich beschaftigen miissen. Auf dieser Basis 
fiihren alle linearen Untersuchungen vom Typ (A) unter Verwendung 
der Fourter-Zerlegung zu dem Dispersionsgesetz : 


a 1] wo 167. 4 
ei aur sprsy on (1) 


s 


wo in bekannter Weise wy9—42 0,,°¢?/m die LANGMuUIR-Frequenz, 
0,9 bzw. 0,9 mittlere Dichte und Geschwindigkeit des s-ten Elektronen- 
stromes im Ausgangszustand und w bzw. f Kreisfrequenz und Aus- 
breitungsvektor bezeichnen. Mit diesem Gesetz laBt sich das raum- 
zeitliche Verhalten der Gesamtheit in wohlbekannter Weise durch 
Integralausdriicke formulieren, deren Spektralfunktionen durch die 
Anfangsbedingungen bestimmt sind. Auf Grund dieser Uberlegungen 
k6nnen wir die lineare Naherung der Problemstellung (A) zum mindesten 
prinzipiell als gelést ansehen. 

Zu der weit schwierigeren nichtlinearen Behandlung des gleichen 
Problems liegt nur ein Versuch vor [24]. Wir werden jedoch spater 
zeigen, daB die entsprechenden Ergebnisse nicht voll befriedigend sein 
k6nnen, da in den Transportgleichungen wesentliche Glieder unberiick- 
sichtigt geblieben sind. 

Die Untersuchungen der Anordnungen (B) berechnen unter Ver- 
wendung der Fourter-Analysis die folgenden drei verschiedenen Dis- 
persionsgesetze : 


(¢) 
_ 4xe Cfy  aV. 


== oe ? 

: k-m J Oc, {wm + (Ee)}’ (2a) 
(¢) 
42 e? dV, 

i = : > 

m fo {m + (Ec) ’ (2b) 
(¢) 
8 , , 

POE, 3. J ig ¢¥, (2c) 
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wo ¢ die Traigergeschwindigkeit, /,(c) die Verteilungsfunktion dieser 
Geschwindigkeit im Ausgangszustand und dV. das Volumenelement des 
Geschwindigkeitsraumes bezeichnet. Um der Klarheit willen sind die 
Beziehungen (2) unter Vernachlassigung aller fiir den gegenwartigen 
Zweck unwesentlichen Erscheinungen in der einfachsten Form ange- 
schrieben. Die Gln. (2a), (2b) und (2c) ergeben sich, je nachdem ob 
man die Fundamentalgleichung von BoLttzMann [1], [2], [38] bis [40], 
die LorENtTz-Gleichung und den Tragererhaltungssatz [20], [27] bis [37] 
oder aber die MAXWeELtschen ,,hydrodynamischen Transport gleichungen‘‘ 
[18], {33} bis [37] als Grundgesetz der statistischen Dynamik verwendet. 
Die Aussagen der Formeln (2a), (2b) und (2c) sind wesentlich verschieden 


-—~ 
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und lassen sich nicht identisch ineinander iiberfiihren. Da sie den gleichen 
physikalischen Sachverhalt beschreiben, miissen sie mindestens teilweise 
in ihrem Anwendungsbereich beschrankt, wenn nicht gar ungiiltig sein. 
_Dariber hinaus ist von LANDAv und Twiss [38], [27] mit Recht 
kritisiert worden, daB das Integral in (2a) eine Divergenzstelle enthalt. 
Wie wir sehen, gilt derselbe Einwand auch fiir die Gl. (2b), wo die 
Singularitaét des Integranden sogar von héherer Ordnung ist. Dies hat 
zur Folge, daB der allgemeine CAucuHysche Integralwert und damit die 
Aussage des Dispersionsgesetzes fiir bestimmte Parameterwerte (f) 
durch (2a) und (2b) tiberhaupt nicht definiert ist. Bei der Auswertung 
der Beziehung (2a) konnte diese Schwierigkeit scheinbar vermieden 
werden, indem man an Stelle des allgemeinen Integralbegriffes den 
CaucHyschen Hauptwert verwendete [2]. Dies bedeutet jedoch eine 
willkiirliche Beschrankung der Allgemeinheit. AuBerdem liefert im 
Fall der Gl. (2b) auch Caucnys Hauptwert kein definiertes Ergebnis 
mehr, da der Grenzwert hier unter allen Umstanden divergiert. 

Die genannten Schwierigkeiten haben einige Autoren [30] vermieden, 
indem sie einen gewissen Bereich in der Umgebung der Singularitaét von 
der Integration ausschlossen, mit dem Hinweis, da8 in dieser Zone die 
Voraussetzung der linearen Naherung zusammenbricht. Diese Argumen- 
tation ist an sich berechtigt, fiihrt jedoch in der quantitativen Anwen- 
dung zu wenig befriedigenden Aussagen. Lassen wir namlich die Ampli- 
tude einer beliebigen vorgegebenen Stérung abnehmen, so mtBten wir 
schlieBen, daB das raum-zeitliche Verhalten dabei vollig verandert wird, 
indem der Verlauf des Vorganges mit sinkender Amplitude schlieBlich 
nur noch von einem winzigen Bruchteil aller Trager an der Grenze der 
AusschluBzone bestimmt wird. Oder betrachten wir die Beschrankung 
des kollektiven Verhaltens, wie sie a. a. O. [30] bestimmt wird. Unter 
Beriicksichtigung der Tatsache, daB die aus der Linearitat definierte 
AusschluBzone mit abnehmender Amplitude zusammenschrumpft, 
miiBten wir folgern, daB im Widerspruch zu den Ergebnissen anders- 
artiger Uberlegungen kollektive Bewegung auch fiir Vorgange mit einer 
charakteristischen Lange (Wellenlinge) beliebig kleiner als die DEBYE- 
Lange méglich sei, sofern wir nur die Amplitude hinreichend klein 
wahlen. Der Grund fiir diese offensichtlich unbefriedigenden Folgerun- 
gen liegt in der Tatsache, daB die Beschrankung der linearen Naherung 
zwar eine notwendige, keineswegs aber eine hinreichende Begrenzung 
der AusschluBzone liefert. Wir werden vielmehr im folgenden eine weit 
allgemeinere und grundsatzlichere Bedingung kennenlernen, die von der 
Amplitude unabhangig ist und die merkwiirdigen Konsequenzen, wie 
sie sich aus der Bedingung der Linearitaét ergeben, vermeidet. 

Andere Autoren [27], [38] dagegen haben aus den eingangs geschil- 
derten Schwierigkeiten und Diskrepanzen der Dispersionsgesetze den 
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SchluB gezogen, daB die Anwendung der Substitutionsanalysis zur Be- 
schreibung von Systemen mit kontinuierlicher Geschwindigkeitsvertei- 
lung tiberhaupt nicht méglich sei. Sie erzielen unter Verwendung der 
LAPLACE-Transformation Ergebnisse, die sich ihrerseits wiederum von 
den angefiihrten unvereinbaren Resultaten der Substitutionsmethode 
wesentlich unterscheiden [27), [38]. 

Allgemeine Ansatze zu einer nichtlinearen Beschreibung der Anord- 
nungen vom Typ (B) liegen nicht vor. Allerdings ist kiirzlich mit dem 
Begriff der sog. ,,trapped-electrons” ein nichtlinearer Gesichtspunkt von 
hervorragender Bedeutung aufgezeigt worden [3], [4). Die quantitative 
Formulierung ist jedoch nur unter stark vereinfachenden Annahmen, 
und auch dann nur fiir den schwer realisierbaren Fall einer unbegrenzten 
trigonometrischen Welle gelungen?. 

Beschaftigen wir uns mit der hier skizzierten Situation genauer, so 
wird man zu der Vermutung gefiihrt, daB die Ursachen der Diskrepanzen 
und Schwierigkeiten zum mindesten teilweise in einer Uberlastung der 
verwendeten Modellvorstellung zu suchen sind. Wir diskutieren daher 
zunachst in dieser Arbeit die Frage, welche Modellvorstellungen den 
Untersuchungen zugrunde legen und wie sich die Grenzen der Anwend- 
barkeit dieser Modelle allgemein formulieren lassen. In der folgenden 
Arbeit sollen dann die allgemeinen Ergebnisse ausgewertet werden. Da- 
bei wird es sich vor allem zeigen, daB die Begriffe der ,,individuellen 
und kollektiven Teilchenkomponenten", wie sie von BoHM und PINEs [3), 
[4], [5] aus ihrer zwar mathematisch eleganten, dafiir aber weniger 
durchsichtigen Formulierung abgelesen werden konnten, einer erheb- 
lichen Erweiterung und Vertiefung fahig sind. Die Beriicksichtigung 
dieser Kenntnis zusammen mit einer Kritik der in die statistischen Be- 
wegungsgleichungen eingehenden Naherungen erlaubt die beschriebenen 
Schwierigkeiten und Diskrepanzen zu beseitigen und fiihrt zu einer 
weitgehenden Klarung der Situation. 


Das D-Modell als gemeinsame Basis 
der statistischen Bewegungsgleichungen und der VLASOVschen Ndaherung. 
Die groBe Zahl der Freiheitsgrade der Anordnungen (A, B) verlangt 
die Anwendung statistischer Beschreibungsmethoden, deren Formulie- 
rung in zwei Teile zerfallt: 


‘ Die Behandlung stehender Wellen durch Superposition fortschreitender 
Wellen, wie sie a, a. O. vorgeschlagen wird, ist nicht méglich, da die Begriindung in 
[30] unberechtigterweise voraussetzt, da®B sich die nichtlinearen Einfliisse der beiden 
Partialwellen einfach superponieren. In Wirklichkeit ist fiir die nichtlinearen 
Effekte bei der stehenden Welle eine Elektronengruppe verantwortlich, die mit 
keiner der zu den Teilwellen gehérigen nichtlinearen Gruppen identisch ist. Auch 
die a. a. O. durchgefiihrten Berechnungen fiir den interessanten Fall eines , travell- 
ing pulse" sind nicht kompetent, da sie Rechenfehler enthalten (Lésung der Diffe- 
rentialgleichung (49), a. a, O.). 
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Die Bestimmung des Kraftfeldes einschlieBlich der inneren Wechsel- 
wirkung als Funktion der Randbedingungen und der Zustandsvariabelen 
einerseits, und die Aufstellung der Bewegungsgleichungen in Abhangig- 
keit von diesem Kraftfeld andererseits. 

Dem zweiten Teil dieser Aufgabe widmet man im allgemeinen keine 
besondere Aufmerksamkeit, sondern sieht in der BoLTzMANNschen Fun- 
damentalgleichung oder aquivalenten Umformungen eine fiir alle Zwecke 
ausreichende Niederschrift der Bewegungsgesetze. Auf Schwierigkeiten 
_ st6Bt dagegen haufig die Formulierung der Tragerwechselwirkung. Fiir 
den Fall der kurzreichweitigen Zwischenkrafte, bei denen die Wechsel- 
wirkung als ZweierstoB beschrieben werden kann, ist die Behandlung 
dieses Problems durch die bekannten Verfahren von CHAPMAN und 
ENSKOG weitergetrieben worden. 

Im Fall der langreichweitigen Zwischenkrafte dagegen hat VLASOV 
{1}, [2] mit seinem Vorschlag der kollektiven Beschreibung eine brauch- 
bare Basis geschaffen. Seine Methode geht von der Annahme aus, daB 
bei Individuen mit langreichweitigen Zwischenkraften die Wechsel- 
wirkung in guter Naherung formuliert werden kann, wenn wir StoB- 
vorgange vollig vernachlassigen. Dagegen soll der kollektive Wechsel- 
wirkungsanteil aus der Ladungsverteilung berechnet werden, wie sie 
sich ergibt, wenn wir uns die diskrete Ladung der einzelnen Trager tiber 
den Raum ,,ausgeschmiert“ vorstellen. Diese Modellvorstellung werden 
wir im weiteren als ,,VLAsOvsche Naherung‘‘ bezeichnen. Wenn wir 
wollen, k6nnen wir uns dieses Modell der ,,verschmierten Ladung“ ver- 
wirklicht denken, indem wir jeden Trager unter Konstanthaltung der 
spezifischen Ladung unendlich fein dispergieren und iiber seine Umge- 
bung bis zum Anschlu8 an die benachbarten Trager verteilen. Diese 
Vorstellung der dispergierten Gesamtheit ist bereits anderweitig [27] 
zur Realisierung der VLAsovschen Naherung vorgeschlagen worden. Ihre 
Bedeutung reicht jedoch, wie wir noch genauer ausfiihren werden, weit 
iiber den Anwendungsbereich der VirAsovschen Naherung hinaus und 
in dieser allgemeineren Sicht wollen wir die Modellvorstellung der disper- 
gierten Tragergesamtheit im folgenden als Dispersionsmodell (D-Modell) 
kennzeichnen. 

Die Anwendung dieses D-Modelles zur Bestimmung der integralen 
Wechselwirkung (VLAsov-Naherung) ist augenfallig, da sie bei der Be- 
handlung der Systeme mit kollektiver Wechselwirkung neu eingefiihrt 
wird, wahrend fiir ‘die Gesamtheiten mit kurzreichweitigen Zwischen- 
kraften die innere Wechselwirkung auf der Basis des ZweierstoBes vollig 
andersartig formuliert werden muB. 

Die Bedeutung des D-Modelles ist jedoch, wie bereits angedeutet 
wurde, keineswegs auf diese augenfallige Anwendung beschrankt. Im 
Gegenteil, — ob kollektive oder nichtkollektive Gesamtheit —, das 
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Dispersionsmodell ist in dem zweiten Teil der beschriebenen dynamischen 
Aufgabe, bei der Formulierung der Bewegungsgleichungen, bereits in 
allgemeinerer Form beziiglich des gesamten Phasenraumes vorausgesetzt. 
Allerdings macht man sich dies nicht immer ausdriicklich klar, da bei 
den iiblichen statistischen Betrachtungen der Unterschied zwischen 
Modell und wirklichem Ensemble nicht ins Gewicht fallt. 

Wir werden jetzt diese Behauptung beziiglich des Anwendungs- 
bereiches des D-Modelles verifizieren und gleichzeitig die Grenzen 
der Anwendbarkeit des Modelles sowohl in bezug auf die dynamischen 
Grundgleichungen, als auch in bezug auf die Berechnung der inneren 
Wechselwirkung formulieren. 

Dazu verfolgen wir zunachst kurz die Uberlegungen, die von der 
determinierten zu der statistischen Beschreibung fihren. Die best- 
mdogliche Kenntnis wiirde eine Angabe vermitteln, die zu jedem Zeitpunkt 
den Zustand der Tragergesamtheit durch N-Punkte im Phasenraum 
kennzeichnet, die den N-Individuen des Systems zugeordnet sind. Diese 
Punkte wiirden mit der Zeit im Phasenraum bestimmte Kurven be- 
schreiben, die das raum-zeitliche Verhalten des Systems vollstandig 
charakterisieren. Es ist klar, daB die Berechnung dieser Bahnen des 
N-K6rpersystems ein undiskutables mathematisches Problem ist, ganz 
abgesehen von der Unméglichkeit, die zugehérigen Anfangsbedingungen 
mit ausreichender Genauigkeit zu realisieren oder zu messen. Eine so 
detaillierte Kenntnis erscheint aber auch deswegen kaum wiinschens- 
wert, da sie Ergebnisse liefern wiirde, die der Priifung grundsatzlich 
nicht zuganglich waren. 

Es liegt daher nahe, statt der Koordinaten jedes einzelnen Individuums 
im Phasenraum (determinierte Beschreibung) allgemeinere Zustands- 
variabeln zu verwenden, die eine einfachere mathematische Formulierung 
ermoglichen. Zwei gegenlaufige Gesichtspunkte sind fiir die Auswahl 
dieser Variabelen wesentlich. Sie sollten einerseits unspezifisch gewahlt 
werden, um den mathematischen Aufwand so weit wie méglich zu redu- 
zieren und die Zustandsvariabelen den experimentellen Beobachtungs- 
groBen anzupassen. Andererseits allerdings miiBten sie noch so spezitisch 
sein, da sie den Zustand des Systems mit ausreichender Genauigkeit 
zu kennzeichnen erlauben und vor allen Dingen noch bestimmt genug 
sind, um die Formulierung der Kinetik und Dynamik des Systems zu 
gestatten. Dieser letzte Punkt ist besonders wesentlich. Er bedeutet 
mit anderen Worten, — derjenige Teil der idealen determinierten Kennt- 
nis, den wir beim Ubergang zu den allgemeineren Zustandsvariabelen 
aufgegeben haben, darf auf die Formulierung der GesetzmaBigkeiten 
keinen EinfluB ausiiben. 

Die Experimente erlauben uns Aussagen tiber die Tragerdichte in 
den einzelnen Bereichen des Phasenraumes zu gewinnen. Es ist daher 
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naheliegend, den Zustand der Gesamtheit durch eine mittlere Dichte- 
funktion f(r, p, t)=/(t,¢, ¢) im gleichen Raum zu beschreiben, wenn ¢ 
die Zeit, r die raumliche, ¢ die Geschwindigkeitskoordinate und p den 
Impuls bezeichnet. Auf diese Form der Beschreibung lassen sich andere 
_ Methoden, beispielsweise die der MAXWELLschen Transportgleichungen 
zuriickfihren. Zur Berechnung der Verteilungsfunktion / wird bekannt- 
lich die BottzMANNsche Fundamentalgleichung 
: & @ ax 
Neg, se 3 r 7 G) 

verwendet, in der das Glied @,//@t den StoBvorgingen Rechnung tragt 
und §==S/m das auBere Kraftfeld kennzeichnet. Die Gl. (3) formuliert 
die Teilchenbilanz im Phasenraum. Wir betrachten diese Bilanz, um zu 
erkennen an welche Voraussetzungen die Giiltigkeit der Beziehung (3) 
gekniipft ist. 

Beginnen wir mit einem Blick auf die Definition der Dichtefunktion /. 
Die Dichte s einer beliebigen kontinuierlichen Eigenschaft w definieren 
wir ublicherweise als den Grenzwert 


pe u(aV)h—=s, (4) 


lim 1; i 
dv 


dV-+0 
wo u(dV) den Gesamtwert von « innerhalb eines den Aufpunkt ein- 
schlieBenden Volumens dV bezeichnet. Wesentliche Voraussetzung ist 
dabei, daB ein solcher Grenzwert tiberhaupt existiert und insbesondere 
von der Art des Grenziiberganges (der Form des Volumenelementes) 
unabhangig sei. 

Wie CHAPMAN und Cow Linc /[4/} bereits bemerkt haben, bricht diese 
Definition bei der Ubertragung auf ein endliches Teilchenensemble im 
Phasenraum zusammen, da mit dt =m' dV, dV,+0(dV., dV, Volumen- 
elemente des Geschwindigkeitsraumes bzw. des geometrischen Raumes) 
die Funktion / keinem bestimmten Grenzwert zustreben wiirde, sondern 
je nach dem Aufpunkt, auf den sich das Volumen zusammenzieht, gegen 
Null oder Unendlich strebt. Der Begriff der Dichtefunktion hat bei 
einem endlichen Teilchenensemble daher nur Sinn in endlichen Volu- 
mina At, die ausgedehnt genug sein miissen, um noch eine groBe Zahl 
von Teilchen einzuschlieBen. Voraussetzung ist allerdings auch hier, 
daB bereits fiir solche Volumina ausreichender Teilchenbesetzung mit 
abnehmendem A 1-+0 die Dichte einem bestimmten von der absoluten 
GréBe sowie der Form des Volumenelementes unabhangigen Grenzwert 
zustrebt. Wenn wir oben von der ,,mittleren‘‘ Dichtefunktion / sprachen, 
so haben wir auBerdem zu beachten, daB der soeben definierte Dichte- 
wert noch iiber die statistischen Schwankungen eines Zeitintervalles A,,t 
gemittelt werden soll. Auch dieses Zeitintervall A,,t muB so klein ge- 
wahlt werden, daB der Mittelwert nicht mehr von der GréBe A,,¢ selbst 
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abhingig ist. Diese einfachen Bedingungen fiir die Ausdehnung von At 
und A,,¢ sind spater in den Gln. (6h—k) formelmaBig erfaBt. 

Denken wir uns jedem Aufpunkt des Phasenraumes entsprechend 
dem Vorgang ein endliches Volumen Art zugeordnet und nehmen wir 
ferner an, daB in jedem dieser Aufpunkte ein mittlerer Dichtegrenzwert 
im angegebenen Sinne existiert, so haben wir damit eine einwandfreie 
Definition der Dichtefunktion. Wir kénnen auBerdem jedem Aufpunkt 
nebst Volumenelement 41 einen mittleren Ortsvektort, eine mittlere 
Geschwindigkeit ¢ und eine mittlere Feldstarke  zuordnen, indem wir 
iiber alle Teilchen des Volumenelementes mitteln und die so erhaltenen 
Mittelwerte nochmals einer Mittelung iiber das Zeitintervall A,,¢ unter- 
werfen. Mit diesen GréBen laBt sich dann die Tragerbilanz leicht for- 
mulieren. 

Greifen wir einen Aufpunkt r,¢ heraus und stellen die Frage, wie 
groB die Zahl der in einem Volumenelement (7 seiner Umgebung be- 
findlichen Teilchen zur Zeit t+ At sein wird. Diese Zahl ist durch 


n=f(t,c,t+AiAr (5) 


gegeben. Da wir die Anderung der Verteilungsfunktion / wahrend des 
Zeitintervalles At untersuchen wollen, mu8 per definitionem 


Aisa A,t (6a) 
sein. 

Vernachlassigen wir zunachst den Einflu8 der inneren Wechsel- 
wirkung, so kénnen wir sagen, daB die » Teilchen, die sich zur Zeit 
t+ At in der Umgebung Ar von tr, ¢ befinden, sich zur Zeit ¢ alle in einem 
Volumenelement 411’ in der Umgebung des Aufpunktes 


r= r—t-At—<F-AP) 
; 5 a (7 
c’=c—]-At— <3 - AR) 
befunden haben, wenn ;}—=d\/dt die mittlere zeitliche Anderung von § 
bezeichnet. <x) gibt hier und im folgenden stets die GréBenordnung 
des Argumentes x an, ohne Riicksicht auf Vorzeichen, Richtung und 
genauen Betrag. Entsprechende Glieder werden nur zu qualitativen 
Betrachtungen herangezogen. 
Diese Aussage tiber den Zusammenhang der Teilchendichten 
f(r, c, t+ At) und f(t’, c’, t) ist allerdings noch an die Voraussetzungen 


A ery iF At 
(=a) > hs (So) >4 (6b) 


gebunden, wenn Ar und Ac, definiert durch 


ACh a A> bk 
Vaio) SNe (8) 
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die Schwankungen von r und ¢ innerhalb der Volumenelemente A Lee 
bzw. AV. kennzeichnen. Die Notwendigkeit dieser Voraussetzung kann 
man sich leicht veranschaulichen. Nehmen wir nimlich einmal an, dab 
im Widerspruch zu der Gl. (6b) die Beziehung <¢At) < <A r> gilt, so 
- setzen sich die Teilchen zur Zeit ¢-+ At in At, sowohl aus einem Anteil 
zusammen, der sich zur Zeit ¢ in At’ befand, als auch aus einem anderen 
Anteil, der sich zur Zeit ¢ bereits in 47 aufhielt. Damit wiirde aber die 
obige Aussage tiber den Zusammenhang zwischen f(r, c,¢+4¢) und 
f(r’, c’, 2) ungiiltig. 

Ist dagegen (6b) ertiillt und bezeichnet At -A,f die Anderung der 
mittleren Dichte durch innere wi ae so gilt die Beziehung 


f(t, ¢, + At) -Ar=fi(r',c’,t)-At'+A,f(r, ¢,2)-At (9) 
Atund Ar’ unterscheiden sich nur in Gliedern héherer Ordnung, so daB 


APSA (Qa) 
verwendet werden kann. 
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir als Aufpunkt r, ¢ 
des Volumenelementes Art die Mittelpunktsvektoren r,, c, wahlen, wie 
sie durch 


AT 
a= | te c)dt (10) 


definiert sind. Dann gilt nach den Gesetzen der statistischen Schwan- 
kungen fiir (f 4t)—-co die Beziehung t, ¢=r, c, dagegen fiir endliche 


Werte (f At) 
/At 1 \) 


a | 

te tea \ xr (fAt) (1 +4,,¢/T) Os be (11a) 
t= 1 /Ae 1 \) 
: tp '\e (fArt) (1 +A t/T) /S? (14 b) 


wo der Faktor (1+A,,t/T) den FinfluB der zeitlichen Mittelung tiber 
A,,t auf die Schwankungen erfaBt!. T gibt die Zeit an, innerhalb derer 
sich der Besetzungszustand der Zelle At erneuert. Sie ist mit der klein- 
sten der drei GréBen <Ar/t> <Ac/*), <t,> zu indentifizieren, wo ¢, die 
mittlere freie Flugdauer bezeichnet. 

Demgegeniiber gilt fiir 7} die Beziehung 


5=5{1+ (£8) (11) 
I 

1 Der Einfachheit halber sind die statistischen Schwankungen gemaB der 
Gaussschen bzw. Poissonschen Verteilung in der Form zugrunde gelegt, bei der 
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des einzelnen Individuums als von dem Be- 
setzungszustand der betrachteten Zelle unabhangig vorausgesetzt ist. Bei kollek- 
tiven Systemen liefert die integrale Wechselwirkung grundsatzlich einen Korrektur- 

faktor, auf den wir jedoch hier nicht naher eingehen. 
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da fiir (fA t)->co die GroBe § nicht notwendig mit dem Wert § im 
Aufpunkt zusammenfallt, sondern noch um Betrage (A) abweichen 
kann, wenn <A%}) die Schwankung der GréBe % innerhalb von At 
kennzeichnet. 


Die GroéBe A,f setzt sich aus zwei Anteilen A,,/, Ag. / zusammen. 


Der erste A, , f= oat -At bestimmt die mittlere Anderung der Dichte- 


verteilung wie sie sich fiir den Fall unendlich groBer Teilchenzahlen 
berechnen wiirde. Dieses Glied schlieBt beispielsweise im Fall der lang- 
reichweitigen Krafte den integralen Wechselwirkungsanteil der VLASOy- 
schen Naherung ein. Im Fall des ZweierstoBes entspricht ihm dagegen 
der Ausdruck der Gleichung 

(4) (S) 


eh — ff (ie) fl) — Hed f(a) VaVindS, (42) 


wo ¢;, Cg und ¢,, ¢, die Geschwindigkeiten der beiden Sto8partner vor 
bzw. nach dem ZusammenstoB bezeichnen, V den Betrag der Relativ- 
geschwindigkeit nach dem StoB wiedergibt und dS die Integration tiber 
die StoBparameter kennzeichnet. 

Der zweite Anteil A,,./ riihrt wieder von den statistischen Schwan- 
kungen her und hat die Form 


At-Agsf=(V4" at, (13) 
\t, + At / 
womit wir fiir 4,/ die Beziehung 
¥ a Cxf oh / \fAr \ 7 
Ar-Acf= {tar (Hae hae (14) 


erhalten. Verwenden wir alle diese Ergebnisse (11a, b, c) und (14) in (9) 
und fiihren TAyLor-Entwicklungen durch, so gewinnen wir endlich die 
Teilchenbilanz 


at oels nef 4 (Ean | 
+ oe 8 1 H8 YH! +) (15) 
a ee es )| 
™ a it ind pani . + {hdhere Ableitungen} 
mit 
x= (1 +447). (15a) 


. Diese allgemeine Tragerbilanz erlaubt uns abzuschatzen, inwieweit 
die BoLTZMANN-Gleichung, abgesehen von den mit dem StoBterm ver- 


bundenen wohlbekannten Schwierigkeiten, eine brauchbare Naherung 
sein kann. 
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Unter Verwendung von (6b) ergeben die Koeffizienten von of/or, 
of/ec und @,f/ét die Bedingungen 


J/Ac\ = x A¥ 
A PEAS ice > <1 (6c) 
und 
/ \n \ 7 oxf 
oT pi aah (6d) 


_ Ferner ist die Vernachlassigung der héheren Ableitungen in der eckigen 
Klammer an die Voraussetzungen 


Cae 4!) <(Fr)» (6e) 
[ft , @f é 
(ae 4) < (ae 4) < GP). (6f) 
/ ay | ps / ey on O 
\éc Ac) pay ee At) < (a) (6g) 


gebunden, wobei wir wieder von der Beziehung (6b) Gebrauch gemacht 
haben. 

Sind die Forderungen (6a—g) befriedigt, so geht die allgemeine 
Formulerung (15) in die BoLTZMANN-Gleichung itiber, die unter diesen 
Voraussetzungen, und nur unter diesen Voraussetzungen, eine gute 
Naherung darstellt. 

In diesem Zusammenhang miissen wir allerdings beachten, daB die 
Bedingungen (6a—g) fiir die Giiltigkeit der Fundamentalgleichung nur 
notwendigen Charakter besitzen. Bis jetzt haben wir namlich nur den 
EinfluB endlicher Raum-Zeit-Intervalle und die Auswirkung der stati- 
stischen Unsicherheit der unabhangigen Parameter und Variabeln auf 
die Tragerbilanz (15) beriicksichtigt. Die abhangige Variabele / wurde 
dagegen als determiniert behandelt. Das setzt jedoch, wie wir bereits 
diskutiert haben, voraus, daB der Grenzwert / iiberhaupt existiert und 
von der speziellen Art des Grenziiberganges unabhangig ist. Formel- 
maBig driickt sich diese Voraussetzung durch die Beziehungen 


of Non tpeiad nul Oat: 
(3 Amt) KP>i (FE Ag t)<K CF, (6h) 
of yy ' rh ee . 
(FANK<; GeAjn<, (6i) 
( (yap. Amt?’ 
((f 42) (1 + “#-) 4 (6k) 


aus, die damit weitere notwendige Bedingungen fiir die Verwendung der 
BottzmMannschen Beschreibung darstellen. 

SchlieBlich und endlich miissen wir noch verlangen, daB die durch 
(6a—k) beschrankte raum-zeitliche Einteilung Art, At iiberhaupt in der 
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Lage ist, den Verlauf der Funktion / zu erfassen. Beziiglich der raum- 
lichen Komponente Ar ist dies bereits durch die Bedingungen (6a—k) 
mitgarantiert. Fiir die zeitliche Komponente 4¢ tritt dagegen noch die 
Forderung Mie 
é afl 44 
(FANE; (GEAN<KP) (6m) 
hinzu. 

Das System der Bedingungsgleichungen (6) zerfallt in zwei Gruppen, 
namlich die Forderungen (6a, c, e, f, g, h, i, m) einerseits und die Be- 
dingungen (6b, d, k) andererseits. Die erste Gruppe bestimmt tber die 
GréBen Ar und Ac zu jedem Aufpunkt eine obere Grenze AT», Aty, Amto 
der Ausdehnung des Volumenelementes A t und der Zeitintervalle At,A,,t. 
Solche raum-zeitlichen Elemente, die der Bedingung 41, At < At), Aty 
gentigen, wollen wir als ,,einheitliche Bereiche’ bezeichnen. 

Die zweite Gruppe, die wir nach einfacher Umschreibung in der Form 


<Aty > (=); <At) > (Fs (6b) 
j rat 
(At) -(1 +35) )>4, (6d) 
: ae 
(Ar) (1 + <5 ))>1 (6k) 


angeben kénnen, verlangt dagegen offensichtlich eine untere Grenze 
At,, At, fir die Ausdehnung der Volumenelemente At und der Zeit- 
intervalle Af. 

Aus der Existenz der Grenzen 41), At) und At,, At, laBt sich fol- 
gender SchluB ziehen: 

Liegen die oberen Grenzen 41), Af) oberhalb der unteren Grenzen 
At,, At, so gibt es eine Art der raum-zeitlichen Einteilung, die alle 
Bedingungen (6) zu befriedigen in der Lage ist und daher die statistische 
Beschreibung an Hand der BoLtzMAnNschen Gleichung erlaubt. Solche 
Bereiche des Phasenraumes wollen wir ,,kollektive Zonen‘‘ nennen, da 
in diesen Gebieten die Trager in Gruppen zusammengefaBt, ,,kollektiv“, 
beschrieben werden kénnen. 

Liegen dagegen die oberen Grenzen At), 4fy unterhalb der unteren 
Grenzen A t,, At,, so gibt es iiberhaupt keine Art der raumlich-zeitlichen 
Einteilung, die alle Bedingungen (6) gemeinsam zu befriedigen vermag. 
Solche Zonen des Phasenraumes wollen wir ,,individuelle Zonen‘ 
nennen, da hier die speziellen Eigenschaften, die Koordinaten jedes 
einzelnen Individuums, von Bedeutung werden. In diesen Bereichen 
bricht die statistische Beschreibung zusammen, oder zum mindesten ist 
dort die einfache BoLtzMANNsche Fundamentalgleichung nicht mehr in 
der Lage, die Verhiltnisse richtig zu erfassen. 
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Damit haben wir ein Kriterium gefunden, um zu entscheiden, ob 
ein beliebiger Bereich des Phasenraumes sich hinsichtlich der Bewegungs- 
gesetze kollektiv beschreiben laBt und die Anwendung der BoLTzMANN- 
schen Gleichung erlaubt, oder aber als individuell bezeichnet werden 
_muB8, und damit eine Beschreibung gréBerer Bestimmtheit unter Be- 
riicksichtigung des Teilchencharakters erfordert. Die Unterscheidung 
,,Kollektive-individuelle’’ Beschreibung findet ihre formelmaBige Nieder- 
schrift in der Ungleichung 


At,, At, = At,, 4i,, (16) 


die entsprechende Bereiche des Phasenraumes gegeneinander abgrenzt. 

Jetzt kénnen wir auch die Frage beantworten, wie eine Anordnung 
beschaffen sein miiBte, deren Verhalten in allen Bereichen und bei allen 
Vorgangen durch die Fundamentalgleichung exakt beschrieben werden 
kann. Dies ware gerade die Modellvorstellung, welche der tiblichen 
unbeschrankten Anwendung der BOLTZMANN-Gleichung stillschweigend 
zugrunde gelegt ist. Das gesuchte Modell muB aus der wirklichen Gesamt- 
heit durch eine Verdnderung hervorgehen, die die unteren Grenzen 
At,, At, gegen Null streben 1a8t. Halten wir die in einem gewissen 
Raumbereich vorhandenen Gesamtqualitaten (beispielsweise Ladung, 
Masse usw.) konstant und unterteilen jeden einzelnen Trager unendlich 
fein, so wird bei konstanten Eigenschaften des Systems die GréBe / 
liber alle Grenzen anwachsen und die Gleichungen (6h—k) lassen 
erkennen, da8 mit zunehmender Dispersion die Gréf8en At, und 
At, wirklich gegen Null streben. 

Damit erweist sich das Dispersionsmodell als grundlegende Modell- 
vorstellung aller Uberlegungen, welche die statistischen Bewegungs- 
gleichungen uneingeschrankt verwenden und ihre Ergebnisse als véllig 
bestimmt interpretieren. Beziiglich der statistischen Dynamik ist das 
D-Modell also sowohl bei den Systemen mit langreichweitigen, als auch 
bei denjenigen mit kurzreichweitigen Zwischenkraften bereits  still- 
schweigend vorausgesetzt. Es besitzt daher abgesehen von seiner Be- 
deutung zur Formulierung der kollektiven Wechselwirkung einen um- 
fangreichen und allgemeineren Anwendungsbereich im Hinblick auf die 
statistische Dynamik. In diesem Sinne ist das D-Modell keine fiir die 
Gesamtheiten mit kollektiver Wechselwirkung spezifische Modell- 
vorstellung, sondern seine Anwendung in der VLAsovschen Naherung 
muB lediglich als eine Ausdehnung des allgemeinen dynamischen An- 
wendungsbereiches auf die Berechnung der inneren Wechselwirkung 
betrachtet werden. 

Wir haben im Vorgang gesehen, wie die Giite des D-Modelles beziig- 
lich der statistischen Dynamik an gewisse Voraussetzungen (6) gebunden 
ist und in gewissen Bereichen, die durch (16) abgegrenzt sind, zusammen- 
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brechen kann. Entsprechendes gilt natiirlich auch beziiglich der Anwen- 
dung des gleichen Modells auf die Berechnung der inneren Wechsel- 
wirkung, — ja wir wissen bereits, daB hier das D-Modell im ,, Normalfall“ 
(kurzreichweitige Zwischenkrafte) v6llig unzulanglich ist und nur im 
Fall der langreichweitigen Zwischenkrafte sinnvoll verwendet werden 
kann. 

Mit dieser qualitativen Feststellung wollen wir uns jedoch nicht be- 
gniigen. Wir werden vielmehr Bedingungen herleiten, die analog zu den 
Beziehungen (6) und (16) die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit 
des D-Modelles zur Berechnung der inneren Wechselwirkung quantitativ 
formulieren. 

Unter der inneren Wechselwirkung verstehen wir die tiber das oben 
definierte Zeitintervall A,,¢ gemittelte Einwirkung K (r,) = |&(r,)|, 
welche ein beliebig herausgegriffener Trager im Aufpunkt r,; durch die 
Anwesenheit der iibrigen Teile des Ensembles erfahrt, bzw. seinerseits 
auf die iibrigen Teile ausiibt. Die Kenntnis dieser GroBe A ist notwendige 
Voraussetzung zur Berechnung des Gliedes ¢,//et der BOLTZMANN- 
Gleichung. 

In der determinierten Beschreibung, in der wir den Ort jedes ein- 
zelnen Tragers als bekannt voraussetzen diirfen, ware A durch die 
Beziehung 


Amt Amt 
rai 1 ; . Tv edt Me. 1 A edt 
K(x) “5 asl 4 ly—r,|* Amt | 2 [tss|™ 7) 


gegeben, wo die Summe iiber alle s von 1 bis N unter Ausschlu8 von 
s=1 lauft und ¢?/|r;,{" das Wechselwirkungsgesetz des s-ten mit dem 
i-ten Trager kennzeichnet. Da wir jedoch bei der Aufstellung der Be- 
wegungsgleichungen aus den bekannten Griinden die determinierte Be- 
schreibung verlassen haben, miissen wir jetzt auch versuchen K(r,) als 
Funktion der allgemeineren Zustandsvariablen / oder, da die Zwischen- 
krafte geschwindigkeitsunabhingig sind, besser durch 


; 
(¢) 


o=ffde (18) 


auszudriicken. Zu diesem Zweck greifen wir ein Volumen A V,, im geo- 
metrischen Raum heraus und kennzeichnen seine Lage durch den Mittel- 
punktsvektor 

AI 


md 
ry 


TH} n 8ey,. (19) 


y= 


Denken wir uns den gesamten geometrischen Raum in solche Teil- 
volumina AV,, aufgeteilt und fiihren wir die Summation in (17) beziiglich 
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aller AV,, aus, so ergibt sich 


Kis)» &*:0,°A Ve» 
( ‘) yal lt;,|™ , (20a) 
¥ 
wo 
AV, 
1 . ers Vv & 
tl” AV, Lo |," (20b) 
s 


als Definitionsgleichung fiir t;, aufzufassen ist und fiir 0, die Definitions- 
gleichung 


Agtad 5, 


AV Apt 65 =f od paid V. (21) 


gilt. t;, ist im allgemeinen nicht mit r;, identisch, sondern die beiden 
Vektoren kénnen je nach der Potenz m und der Dichteverteilung 9, 
definiert gemaB Gl. (18), um <4 r,) voneinander abweichen. Die Teilchen- 
zahl 0, -AV,, ist infolge der statistischen Schwankungen nur bis auf 
Glieder 


here if, eens 
(Ve-°A¥,,/(1 + 4"=)) (22) 


festgelegt. Damit ergibt sich fiir A(r;) die Beziehung 


aim eS i Laie Carer ey 
Ki = > = fed Tes \ : ’ MA ie lt a ie) 


¥ 


An Hand dieser Formel erkennen wir unter Verwendung von (21) sofort, 
daB die von VLAsov empfohlene Berechnung nur dann eine brauchbare 
Naherung liefern kann, wenn die Voraussetzungen 


tix «(4 4 Amt\ 

(9 AY,,°(4 + Age)? * (24a) 
‘m- At <1 (24) 
\ lip 


erfiillt sind. Auch die VLAsovsche Naherung ist also, ganz entsprechend 
zu den in (6) und (16) beschriebenen Verhiltnissen, an zwei gegenlaufige 
Bedingungen gebunden?. Gl. (24a) definiert eine von der Ortlichen 
Teilchendichte abhangige unterste Grenze AV,, der Ausdehnung der 
Volumenelemente AV,,, wahrend (24b) andererseits eine obere 
Grenze AV,, vorschreibt. 

In voller Analogie zu den Uberlegungen bei den dynamischen Grund- 
gesetzen koénnen wir daher auch hier die Umgebung des Aufpunktes tr; 


1 Weitere Bedingungsgleichungen fiir die Orts-Zeitabhangigkeit von @Q, analog 
zu den Beziehungen (6), werden nicht angegeben, da sie fiir die folgenden Uber- 
legungen nicht bendtigt werden. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 140. 20 
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in zwei Zonen aufteilen; die beziiglich der Berechnung der Wechsel- 
wirkung auf r; wesentlich verschiedene Qualitaéten besitzen. 

Gilt namlich in dem einen Bereich AV,,,< AV,,, so gibt es eine Art 
der Einteilung AV,, so daB die VLAsovsche Naherung als brauchbare 
Formulierung der Wechselwirkung angesehen werden kann. Diesen 
Bereich des Raumes nennen wir wie oben ,,kollektive Zone“. In dem 

anderen Gebiet dagegen, wo AV,,> AV,, gilt, existiert tiberhaupt keine 

Einteilung AV,, die die Bedingungen (24) gleichzeitig befriedigen kann. 
Die Anwendung des D-Modelles zur Berechnung der Wechselwirkung 
ist in diesen Bereichen ausgeschlossen. Der Teilchencharakter des 
einzelnen Individuums gewinnt an Bedeutung, und wir bezeichnen diese 
Zone wie oben als ,,individuelle Zone“. Die Bedingung 


AV,~ZAV,o (25) 


grenzt individuelle und kollektive Bereiche gegeneinander ab. 

Es ist besonders beachtenswert, daB die durch (25) gekennzeichnete 
Einteilung des Raumes keineswegs mit der oben bestimmten Einteilung 
(16) des Phasenraumes identisch ist, — ebensowenig, wie die Raum- 
aufteilungen fiir verschiedene Aufpunkte r; miteinander tibereinstimmen. 

Hieraus gewinnen wir die Einsicht, daB8 es irrefiihrend ist, von ,,der 
individuellen Teilchenkomponente‘’ oder ,,der kollektiven Partikel- 
komponente‘‘ eines Systems zu sprechen [3), [4), [5), sondern daB wir 
liber ,,individuelle’‘ und ,,kollektive Teilchenaspekte" nur in wesentlich 
praziserer Formulierung Aussagen machen diirfen. Die richtige Aussage 
wirde lauten, daB eine bestimmte Gruppe von Tragern in einem be- 
stimmten Bereich des Phasenraumes zu einem bestimmten Zeitpunkt 
in einem vorgegebenen Vorgang hinsichtlich einer ganz bestimmten 
Verhaltensweise (Bewegungsgesetze, Wechselwirkung mit dem Aufpunkt 
rv; oder x,) kollektiv bzw. individuell beschrieben werden muB. Das 
schlieBt dann selbstverstandlich nicht aus, daB andere Bereiche des 
Phasenraumes zur gleichen Zeit, im gleichen System und bei dem glei- 
chen Vorgang gerade die entgegengesetzte Beschreibung erfordern, 
ebensowenig, wie die gleiche Tragergruppe zu einem spateren Zeitpunkt 
oder beziiglich einer anderen Verhaltensweise durchaus individuelle 
bzw. kollektive Beschreibung verlangen kann. Der Begriff der indi- 
viduellen bzw. kollektiven Komponente ist also in mannigfaltiger Weise 
von vielen Parametern abhingig und keiner einfachen Zuordnung zu 
einem vorgegebenen System fihig. 

Wir wollen noch darauf hinweisen, daB die hier diskutierte Einteilung 
in individuelle und kollektive Zonen nicht so scharf ist, wie es nach der 
vorausgegangenen schematischen Formulierung scheinen mag. Auch in 
denjenigen Zonen, die als kollektiv bzw. individuell gekennzeichnet 
wurden, spielen individuelle bzw. kollektive Einfliisse noch eine gewisse, 
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wenn auch untergeordnete Rolle, je nachdem, wie gut die Bedingungen (6) 
und (24) befriedigt sind. Welches Teilchenensemble wir auch immer unter- 
suchen, es werden stets beide Einfliisse gleichzeitig zu beriicksichtigen sein. 

Betrachten wir beispielsweise den wichtigen Fall eines Neutralgases 
unter Normalbedingungen, so liefern die kurzreichweitigen Zwischen- 
krafte der Neutralatome bei den iiblichen Dichten keine nennenswerte 
kollektive Komponente, so daB die VLAsovsche Naherung — wie 
natiirlich wohlbekannt ist — unbrauchbar wird. Dies bedeutet jedoch 
keinesfalls, daB die Zahl der Individuen nicht groB genug ware, um 
beziiglich der Tragerkinetik die Anwendung kollektiver Beschreibung, 
beispielsweise an Hand der BoLtzMANN-Gleichung, zu gestatten. 

Dieser besonders gelaufige Fall liefert uns also ein Beispiel, wo be- 
ziiglich der einen Verhaltensweise (Tragerdynamik) das gesamte System 
unter Verwendung des D-Modelles kollektiv beschrieben werden kann, 
wahrend beziiglich der anderen Verhaltensweise (innere Wechselwirkung) 
die individuelle Teilchenkomponente allgemein tiberwiegt und das 
D-Modell eine unbrauchbare Naherung liefert. 

Die Gegebenheiten sind natiirlich nicht allgemein anwendbar. Je 
nach den speziellen Eigenschaften der Trager und des gesamten Ensem- 
bles kénnen die Bedingungen (6) verlangen, daB gewisse individuelle 
Zonen des Phasenraumes von der kollektiven Behandlung und damit 
von der Anwendung der BOLTZMANN-Gleichung ausgeschlossen werden. 
Andererseits wiederum ist es auch méglich, daB die Voraussetzungen (24), 
wie beispielsweise im Fall der VLAsovschen Naherung, die Ausdehnung 
der Anwendung des D-Modelles auf die Berechnung der Wechselwirkung 
erlauben. 

Beachtet man die in (6) und (24) zusammengefaBten Vorschriften 
nicht, so kann die Anwendung falscher Modellvorstellungen auf verbotene 
Bereiche natiirlich zu Diskrepanzen und Schwierigkeiten fiihren. Wir 
wollen in einer folgenden Untersuchung die hier gewonnenen allgemeinen 
Ergebnisse (6), (16), (24) und (25) unter besonderer Beriicksichtigung 
der Plasmadynamik auswerten, und es wird sich zeigen, daB diese Ge- 
sichtspunkte fiir die Klarung der in der Einleitung geschilderten Situ- 
ation von wesentlicher Bedeutung sind. 

Herrn Professor K. G. EMELEus bin ich fiir sein lebhaftes Interesse 
am Fortgang der Arbeit zu Dank verpflichtet. Die Royal Society und 
die Queen’s University Belfast, haben meinen Aufenthalt in Belfast er- 
moglicht. Ich méchte auch an dieser Stelle den genannten Institutionen 
meinen Dank fiir ihre Einladung ausdriicken. 
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Zur statistischen Beschreibung von Gesamtheiten 
mit kollektiver Wechselwirkung. 


II. Die Bedeutung der Beschrankungen des D-Modelles fiir die Begriffs- 
bildung und Ergebnisse kollektiver Beschreibung. 


Von 
G. ECKER. 


(Eingegangen am 24. Dezember 1954.) 


In einer vorausgegangenen Arbeit I haben wir auf gewisse Mangel und Diskre- 
panzen bei der Beschreibung von Gesamtheiten mit kollektiver Wechselwirkung 
hingewiesen und die Vermutung ausgesprochen, da diese Unstimmigkeiten ver- 
ursacht sein kénnten durch ungeniigende Beachtung der Grenzen kollektiver 
Beschreibung. Darum haben wir uns in I um die Formulierung allgemeiner Be- 
dingungen fiir die Anwendbarkeit kollektiver Beschreibung bemiiht und erkannt, 
da8 das erstmals von Twiss vorgeschlagene Dispersionsmodell (D-Modell) nicht 
nur die Basis der VLasovschen Naherung bildet, sondern auch bei der Anwendung 
der gaskinetischen Grundgleichungen (beispielsweise der BoLTzMann-Gleichung) 
stillschweigend vorausgesetzt ist. Im Hinblick auf die Berechnung der inneren 
Wechselwirkung bzw. die Formulierung der Tragerkinetik ergeben sich zwei ver- 
schiedene Gleichungssysteme zur Beschrankung der kollektiven Methodik. Ihre 
Auswertung in der vorliegenden Untersuchung liefert zunachst eine klare Definition 
des StoBbegriffes und eine Begrenzung der StofSzone. Es zeigt sich, daB die in 
der Literatur bisher verwendeten Vorstellungen der Korrektur bediirfen. Mit Hilfe 
der Resultate fiir den StoBvorgang Jat sich ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit 
der Viasovschen Naherung in Abhangigkeit von den verschiedenen Eigenschaften 
des untersuchten Systems herleiten. Die Auswertung der Bedingungsgleichungen 
fiir die Tragerkinetik zeigt ferner, daB die Divergenzschwierigkeiten verursacht sind 
durch ungerechtfertigte Anwendung des D-Modelles auf Bereiche, in denen die 
kollektive Beschreibung zusammenbricht. Auch die Diskrepanzen zwischen den 
Ergebnissen der verschiedenen mathematischen Verfahren (Substitutionsanalysis- 
Lapiace-Transformation) erklaren sich aus einer Uberlastung der genannten 
Modellvorstellung. 


In einer vorausgegangenen Arbeit! haben wir die Beschreibung der 
Gesamtheiten mit kollektiver Wechselwirkung kritisch betrachtet und 
die Beschriinkungen der verwendeten Modellvorstellungen allgemein 


formuliert. 

Wir fanden, daB sich die Untersuchungen im Hinblick auf die An- 
wendungen fast ausnahmslos mit zwei Anordnungen befassen, namlich 
entweder [1] bis [9] mit einer endlichen Zahl von Tragerstromen be- 
stimmter Geschwindigkeit (A) oder aber [9] bis [29] mit einer Gesamtheit 
in thermisch ungeordneter Bewegung (B). Die linearen Untersuchungen 


1 Z, Physik 140, 274 (1955); im folgenden mit I bezeichnet. 
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der Anordnung (A) liefern prinzipiell befriedigende Resultate. In dem — 
besonders wichtigen Fall der Anordnung (B) dagegen ergeben sich 
Schwierigkeiten und Diskrepanzen, wie sie a. a.O. ausfiihrlicher dis- 
kutiert wurden. Die Art dieser Schwierigkeiten legte die Vermutung 
nahe, daB sie durch Uberlastung der verwendeten Modellivorstellungen 
verursacht sind. 

Das Modell, welches die zentrale Rolle bei der Beschreibung der 
Systeme mit kollektiver Wechselwirkung spielt, ist die ,,dispergierte 
Tragergesamtheit‘’ (D-Modell). Diese grundlegende Modellvorstellung 
legt eine fiktives System zugrunde, welches aus dem wirklichen En- 
semble hervorgeht, wenn wir jeden Trager unter Konstanthaltung seiner 
spezifischen Ladung ,,unendlich fein dispergieren‘‘ und bis zum AnschluB 
an die benachbarten Trager verteilen. Das D-Modell wurde urspriinglich, 
im Nachgang zu Twiss [9], zur Realisierung der VLASovschen Naherung 
eingefiihrt. V1iasov hat bekanntlich [10], [17] zur Berechnung der 
Wechselwirkung von Teilchen mit langreichweitigen Zwischenkraften 
unter voélliger Vernachlassigung der StoBvorgange die Vorstellung der 
,verschmierten Ladung‘‘ empfohlen und in diesem Zusammenhang auch 
den Ausdruck der ,,kollektiven Wechselwirkung gepragt. Indessen 
konnten wir uns in I vergewissern, daB das D-Modell allgemeinere Be- 
deutung besitzt, insofern, als es auch die Basis der statistischen Trager- 
kinetik bildet. 

Dieser Umstand findet allerdings gewéhnlich keine besondere Be- 
achtung, da bei den meisten Anwendungen die dispergierte Gesamtheit 
das wirkliche Ensemble beziiglich der Kinetik in ausgezeichneter Weise 
annahert. Ganz im Gegensatz zu der Formulierung der Wechselwirkung, 
wo das D-Modell, abgesehen von dem Fall der langreichweitigen Zwischen- 
krafte, sich als véllig ungeeignet erweist. Man muB sich jedoch bewuBt 
sein, daB es lediglich unserer Gew6hnung an diese ,,Normalverhaltnisse“ 
zuzuschreiben ist, wenn wir die Verwendung des Dispersionsmodelles 
bei der Berechnung der kollektiven Wechselwirkung als augenfallig 
empfinden, wahrend wir uns seine grundlegende Bedeutung fiir die 
Tragerkinetik im allgemeinen gar nicht vergegenwartigen. So aber, wie 
bei den langreichweitigen Zwischenkraften das D-Modell plétzlich eine 
brauchbare Basis zur Berechnung der Wechselwirkung bildet, so kann 
natiirlich auch umgekehrt die in bezug auf die Gaskinetik gewohnte 
Zuverlassigkeit der gleichen Modellvorstellung zusammenbrechen. Daran 
muB man denken, wenn man die gaskinetischen Grundgleichungen an- 
wendet. Beachtet man diese Beschrankungen nicht, so wird man sich 
liber das Auftreten von Diskrepanzen ebensowenig wundern diirfen, wie 
man erwarten kann, an Hand der VLAsovschen Naherung eine brauch- 


bare Beschreibung von Systemen mit vorwiegend individueller Wechsel- 
wirkung zu erreichen. 
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Die Bedeutung dieser Aussage fiir die kollektive Begriffsbildung und 
die in der Einleitung zu I geschilderten Schwierigkeiten der Plasma- 
beschreibung wollen wir hier untersuchen. 

Dazu gehen wir von den allgemeinen Bedingungsgleichungen aus, 
_ wie wir sie in I zur Begrenzung der Bereiche kollektiven Verhaltens ge- 
wonnen haben. Fiir die Anwendbarkeit des D-Modelles zur Berechnung 
der inneren Wechselwirkung hatten sich a. a. O. Gl. (24) die Bedingungen 


/in AV. (4 1. Amt \\ 
(je4v, (1 + Fra) >! (1a) 
<m- Art; <A (1b) 


ergeben, wahrend die Brauchbarkeit der gleichen Modellvorstellung hin- 
sichtlich der Tragerkinetik nach dem Gleichungssystem (6) a. a. O. die 
Erfillung der Forderungen 


<At>) > <A,,t>, (2a) 
(A\ <1; (48) <1, (2b) 
Gan — (Ea 9 
(a At) <<fy; (al At) <<fy, (2d) 
(av<«<p; GEAdK<, (24) 
Ga At <(5r) (28) 
(Ste) <(Sh54i)<(Gh), 2 
(2h a1) <(Bheai)< (2), a 
(\fAr-(1 +2 )\>4, (2k) 
(\fAr-(1 x ont) > 4 (2m) 


voraussetzt. In diesen Formeln bezeichnet ¢, ¢, t Geschwindigkeit, Ort 
und Zeit, r; den Ortsvektor bezogen auf den i-ten Aufpunkt, (vr, ¢, ¢) sae 
G(r, c, #)/m die Kraft pro Masseneinheit und f bzw. 9 = ffdc die 
mittlere Dichtefunktion im Phasenraum bzw. im geometrischen Raum. 
<x> kennzeichnet die GréBenordnung des Argumentes x. A Ye, AV,, At 
bezeichnen die Einteilung des Geschwindigkeits-, des geometrischen und 
des Phasenraumes in Volumenelemente, wahrend (Ac), <At> und <A> 
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die Schwankungen innerhalb dieser Volumenelemente angeben. Es gilt 


Tr Pee 
\AV,/ \ AY, / 1 (3) 


At charakterisiert die Zeiteinteilung, A,,¢ das Zeitintervall, tiber welches 
die Mittelung der Dichtefunktionen /,  erstreckt werden kann. ¢, ist 
die freie Flugdauer und T wird als mittlere Dauer fiir den Wechsel des 
Besetzungszustandes einer Zelle At durch die kleinste der drei GroéBen 
<t,>, <Ac/®> und <Ar/c> bestimmt. m gibt die Potenz des Abstands- 
gesetzes der Zwischenkrafte an. 

Aus den Gleichungssystemen (1) und (2) lassen sich verschiedene 
interessante SchluBfolgerungen ziehen. Wir wollen zunachst aus (1) 
ein Kriterium fiir die Anwendbarkeit der VLAsovschen Naherung her- 
leiten. 

Dazu betrachten wir die Wechselwirkung eines Aufpunktes (¢) mit 
seiner Umgebung und bestimmen das Verhiltnis der individuellen (K,) 
zur kollektiven (K,) Wechselwirkungskomponente. Der Bereich der 
kollektiven Wechselwirkung in bezug auf den Aufpunkt (7) ist durch 
die Bedingungen (1) beschrankt. Diese Beschrankung ist jedoch, wie 
wir bereits in I betont haben, nicht von der Art, da8 die Einwirkung 
der Teilchen jenseits eines gewissen Grenzabstandes r, exakt durch die 
Viasovsche Naherung erfaBt werden kénnte, wahrend die Wechsel- 
wirkung aller Trager diesseits r, als ZweierstoB beschrieben werden 
miiBte. Der Ubergang zwischen kollektiver und individueller Zone ist 
vielmehr ein stetiger. Daher liegt es in der Natur der Sache, daB alle 
Angaben iiber 7, mit einem gewissen Spielraum behaftet sind, indem es 
uns noch belassen ist, eine wie groBe Abweichung von den Formu- 
lierungen des D-Modelles wir als Grenze kollektiver Beschreibung 
ansehen wollen, — mit anderen Worten, welche Wertung wir dem 
>>-Zeichen in (1) geben. EntschlieBen wir uns, die Grenze kollektiver 
Beschreibung dort zu sehen, wo der individuelle EinfluB eines Volumen- 
elementes auf den Aufpunkt (7) sich zu dem entsprechenden kollektiven 
EinfluB wie 1/y, verhalt, so tinden wir aus (1) fiir 7, die Bestimmungs- 
gleichung 


r, (, LTE Ant) = vi (4) 


Diese Formel folgt unmittelbar aus (1a) unter Verwendung der Bezie- 
hungen (1b) und (3). Ein Umstand ist dabei besonders beachtenswert. 
Die Gl. (1a) setzt namlich voraus, daB die Trager des betrachteten 
Volumenelementes mit ihrer gesamten Dichte @ sowohl zur individuellen, 
wie auch zur kollektiven Wechselwirkungskomponente im Aufpunkt (7) 
beitragen. Hinsichtlich der individuellen Komponente ist diese Annahme 
stets berechtigt. Beziiglich der resultierenden kollektiven Komponente 
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— und nur diese ist von Interesse — stimmt dies jedoch nicht immer, 
indem fiir die lineare Naherung 2=0,+ Q sich alle Beitrage von @, 
herausheben, so daB nur der kleine Anteil 9, zur kollektiven Kompo- 
nente in (z) beitragt. Unter diesen Umstiinden ist, bei sonst unverdnder- 
ter Wertung des >>-Zeichens, in (1a) die linke Seite mit dem Faktor 01/09 
zu multiplizieren. Damit geht dann auch die Beziehung (4) in 


Y 


aa t, =, Vo ye x3 
yom Oe o2 Ant) : ¥ (4a) 
iiber, wenn x?= o9;/0; gilt. 
In dem speziellen Fall einer Plasmaschwingung erhalten wir dann mit 
m—=2 und A,,t=1/@ (w = Kreisfrequenz) 
¥ 


fs (F2 4 Ip)*= (2ys)* Gea)’ (5) 


wo /p die DEByE-Lange und a den Grenzradius des aufpunktnachsten 


Teilchens 
| de Fit he 
n= | : aoe? Sheath (5 ) 


kennzeichnet. Diese Formel erlaubt uns den StoBparameter 7, als Funk- 
tion der Temperatur und Dichte zu bestimmen. Wie ohne weiteres er- 
sichtlich ist, gilt fiir 1) >(2y,)3-x-a die Beziehung 


r= (2y)898- (FE) oa, (50) 


wahrend wir fiir 1»><(2y,)i-x-a die Formel 


1, = (27) -x-a (5d) 
erhalten?. Fiir a/lp gilt 
ally = 9'/10,7-|/T. (Se) 


Die Formeln (5) lassen erkennen, daB der Radius 7, der StoBzone von 
der Dichte und der Temperatur abhangt. Fiir Plasmen mit hoher Trager- 
dichte iibt die Temperatur keinen EinfluB aus. Bei den tiblichen Dichten 


1 Hinsichtlich der Beziehungen (5) mu8 man bedenken, daB zur Herleitung der 

Bedingungsgleichungen (1), (2) in I die statistischen Schwankungen gema8 der 
Gaussschen oder Porsson-Verteilung, d.h. unter Verwendung ciner vom Beset- 
zungszustand der Zelle unabhangigen a-priori-Wahrscheinlichkeit, zugrunde gelegt 
wurden. Bei kollektiver Wechselwirkung ist diese Annahme nicht voll berechtigt 
und es tritt daher strenggenommen auf der linken Seite der Gl. (1a) noch ein 
Korrekturfaktor (1+ 2) hinzu, wo 2 im wesentlichen durch das Verhaltnis der 
elektrischen zur thermischen Zellenenergie bestimmt ist. Im Fall der hier unter- 
suchten Plasmen gilt 


a= (5). @4%)). 


298 G. ECKER: 


dagegen zeigt das Glied /p), daB die Verbesserung der kollektiven Be- 
schreibung durch die zeitliche Mittelung tiber das Intervall A,,¢ von 
Bedeutung ist. Dariiber hinaus wird r, aber auch wesentlich durch die 
Werte von x3= 3/0? und y, mitbestimmt, indem r, mit abnehmender 
Amplitude und zunehmenden Genauigkeitsanspriichen wéachst. 

Der hier aus den allgemeinen Beschrankungen (1) berechnete StoB- 
parameter 7, unterscheidet sich wesentlich von anderweitigen Resultaten 
(20), [12], [13], wo die DEByE-Lange /p selbst als StoBparameter emp- 
fohlen wird. Der Unterschied ist nicht nur ein quantitativer — was wegen 
der erwahnten unvermeidlichen Willkiir nicht so erstaunlich ware — 
sondern er erstreckt sich auch auf die Abhangigkeit von den verschiede- 
nen Parametern, wie von der Dichte, der Temperatur und insbesondere 
der Amplitude 9, des Vorganges. Wahrend namlich nach [20}, [12], (13) 
der StoBparameter mit der Wurzel aus der Temperatur zu- und umge- 
kehrt zur Wurzel aus der Dichte abnimmt, ist nach der vorliegenden 
Formulierung der StoBparameter in dem Bereich normaler Tragerdichte 
von der Konzentration iiberhaupt unabhangig (x = const) und nimmt 
umgekehrt zur Temperatur ab. Bei Plasmen sehr hoher Tragerdichte 
dagegen sinkt r, umgekehrt mit der dritten Wurzel aus der Dichte, 
wohingegen die Temperatur keinen Einflu8 mehr ausiibt. Eine Einwir- 
kung der Amplitude auf r, ware nach [20)}, [12), (13) tiberhaupt nicht 
zu erwarten, wahrend nach unseren Uberlegungen in allen Dichte- 
bereichen der StoBparameter mit abnehmendem 9, rasch anwachst. Man 
kann sich tiberlegen, daB die hier hergeleiteten Resultate auch anschau- 
lich verstandlich sind. Gerade die letztgenannte Abhangigkeit von der 
Amplitude @, ist besonders einleuchtend, da die Bedeutung eines StoBes 
als Stérung des geordneten Vorganges nicht lediglich von der Dauer 
seiner Einwirkung abhangen kann, sondern von dem Verhiltnis der 
Starke seiner Einwirkung zu der im gleichen Aufpunkt resultierenden 
kollektiven Wechselwirkungskomponente her beurteilt werden muB. 

Die Abweichungen der zitierten Ergebnisse [20) diirften ihre Ursache 
in der allzu primitiven Definition des StoBbegriffes haben. Die Berech- 
nungen a. a, O. leiten ihr Resultat namlich aus der Forderung her, daB 
die Wechselwirkung zweier Teilchen dann als Sto8 aufgefaBt werden 
soll, wenn die Dauer der Wechselwirkung kleiner als die Schwingungs- 
dauer des Vorganges ist. Diese sehr einfache Vorstellung kann keine 
zuverlassige Definition liefern, da sie das einzelne Teilchen aus dem Ver- 
band der iibrigen Trager herauslést und die gleichzeitige Einwirkung 
aller Individuen wahrend des Zeitintervalles A,,¢ unberiicksichtigt laBt. 
Damit wird aber der wesentlichste Gesichtspunkt kollektiver Wirkung 
liberhaupt vernachliassigt und es ist nicht verwunderlich, daB nach der 
hier gegebenen genaueren Formulierung Trager des in [20] definierten 
Stobbereiches noch durchaus kollektives Verhalten zeigen kénnen. 
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Andererseits ist es aber auch nicht méglich, die DEByEsche Lange als 
StoBparameter mit dem Hinweis einzufiihren, daB die geordnete kollek- 
tive Bewegung des Plasmas zusammenbricht, wenn die charakteristische 
Lange des Vorganges (Wellenlinge) die DeByr-Liange unterschreitet 
[12], [13]. Letzteres soll keineswegs in Abrede gestellt werden, sondern 
ergibt sich auch aus den vorliegenden Untersuchungen an Hand der 
Bedingungen (2). Wir haben aber in I ausfithrlich diskutiert — und die 
Gln. (1) bzw. (2) demonstrieren dies auch — daB die Grenzen des 
D-Modelles hinsichtlich der inneren Wechselwirkung einerseits und der 
Tragerkinetik andererseits keineswegs die gleichen sind, so daB eine 
Identifizierung der ersteren mit den letzteren unzulassig sein muB. 

Die Zahl der Trager im Inneren des StoBbereiches bezeichnen wir 
mit N,. Die Formeln (5a) bzw. (5c) und (5d) lassen erkennen, wie N, mit 
zunehmendem y, und x, d.h. mit zunehmenden Genauigkeitsanspriichen 
und abnehmender Amplitude des kollektiven Vorganges rasch anwichst. 
Auch mit der Dichte 9 nimmt N, zunachst zu, um sich spater bei sehr 
hohen Tragerkonzentrationen einem festen Grenzwert anzunahern. Je 
nach der GréBe von y, und xz, der Dichte und der Temperatur enthalt 
die StoBzone also eine mehr oder weniger groBe Zahl von Tragern. 

Dies bedeutet, daB die Berechnung der StoBprozesse grundsatzlich 
die Methoden des MehrfachstoBes erfordert und die Verwendung des 
ZweierstoBes fiir die Berechnung der individuellen Komponente von 
zweifelhaftem Wert ist, obschon der wesentliche Anteil sicher von dem 
aufpunktnachsten Trager herriihrt. Berechnen wir die effektive Wechsel- 
wirkung K, aller Teilchen der StoBzone mit dem Trager im Aufpunkt 
nach den Gesetzen der Uberlagerung statistischer Schwankungen, so gilt 

a eA OL, (6 a) 


- eee 
a?™ 


wo a den Zahlfaktor 
2m—3 


a aor Ns 45 
eo ats( =e 0 aA ree rene ay 
2 a 
angibt. a, ist der kleinste Abstand, auf den sich Teilchen der mittleren 
thermischen Energie annahern kénnen. Es gilt 
ay = (2 /(m —1) kT)", (6c) 


Der kollektive Anteil K, ergibt sich aus der Integration iiber die 
Ladungsverteilung 9. Bezeichnet 9,=@—, die Abweichung von der 
raumlichen Gleichverteilung 9,, so ist dieser Beitrag einfach durch das 
Integral 


y=2 


co ( Sats na¥,) (7) 
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gegeben und wir erhalten fiir das gesuchte Verhaltnis des individuellen 
zum kollektiven Wechselwirkungsanteil 


=( He BY ice (1) a) (8a) 


mit « nach Gl. (6b, c) und, nach Gl. (5a, b, c, d). Diese Formel 1aBt sich 
ohne Bezugnahme auf einen speziellen Vorgang 9, nicht weiter verein- 
fachen. 

Mit Gl. (8a) kénnen wir das Kriterium fiir die Giltigkeit der VLAsoy- 
schen Naherung angeben. Betrachten wir den Ablauf eines beliebigen 
Vorganges o(r, t), so l4Bt sich dieser Vorgang dann ausreichend mit Hilfe 
der VLasovschen Naherung erfassen, wenn fiir alle Aufpunkte des Sy- 
stems, die zu irgendeiner Zeit wesentlich auf den Ablauf des Vorganges 
einwirken, wahrend eben dieser Zeit die Bedingung 


a= (i/f tseete es (8b) 


erfiillt ist. 

Dieses Kriterium fiir die Anwendbarkeit der VLASovschen Naherung 
ist ersichtlich recht verwickelt und sicher nicht durch einfache Aussagen 
iiber das Verhaltnis DEByE-Lange/Relaxationsstrecke, DEBYE-Lange/ 
Wellenlange, Schwingungsfrequenz/freie Flugdauer oder Schwingungs- 
frequenz/Relaxationszeit zu ersetzen [11), {12}, [20). Die Unzulanglich- 
keit solcher Festsetzungen demonstrert besonders deutlich die starke 
Abhangigkeit der GréBe K,/K, von der Amplitude o,, die bei den soeben 
zitierten Kriterien véllig unberiicksichtigt bleibt. Wir haben dabei zu 
beachten, daB o, das Verhaltnis K,/A, nicht nur tiber den Integranden, 
sondern wegen (4a) auch tiber die Grenze 7, in entscheidender Weise 
beeinfluBt. 

Das Kniterium A,/A, <1 fiihrt auBerdem noch einmal klar vor Augen, 
wieso die Bedingung A> /p (A = Wellenlainge der Schwingung), wie sie 
an anderer Stelle [2], [13], [20] als Forderung fiir die Anwendbarkeit 
kollektiver Beschreibung angegeben wurde, nur notwendigen Charakter 
haben kann. Nach Gl. (8a) kann namlich das geordnete kollektive Ver- 
halten auch oberhalb der DEByE-Lange (A> Jp) durchaus zusammen- 
brechen, sofern nur die Amplitude des Vorganges 0, eine gewisse Grenze 
unterschreitet. 

Auch die Dichteabhaingigkeit von K,/K, liefert uns eine wichtige 
Kenntnis. Da die Desyr-Linge /, mit zunehmender Dichte abnimmt, 
ist an anderer Stelle [12], [73] geschlossen worden, daB die Erhéhung 
der Tragerdichte das kollektive Verhalten begiinstige. Nach der Be- 
dingung (8) kann diese Behauptung jedoch nur beschrankte Giiltigkeit 
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haben. Mit zunehmender Dichte nimmt nimlich der Zahler von (8) 
zu. Die Anderung des Nenners hangt von 0, ab. Variiert 0, und damit 
auch der Nenner in (8) proportional zu 0), so nimmt K,/K, mit zuneh- 
mender Dichte ab und das kollektive Verhalten wird unter diesen Um- 
standen tatsachlich im Sinne [12], [73] geférdert. Wie gesagt — dies setzt 
voraus, daB 0,~ gy variiert. Halten wir dagegen das Potential und damit 
die Dichte 9, konstant, so verkleinert die Konzentrationszunahme den 
Nenner indem r, gema8 (5c) mit wachsendem gy zunimmt. In diesem 
wichtigen Fall konstanten Potentials bewirkt also die Erhéhung der 
Dichte gerade den umgekehrten Effekt, namlich eine Begiinstigung der 
individuellen Komponente, im Gegensatz zu der zitierten Aussage. 

Auch die Bedeutung der Reichweite der Zwischenkrafte lassen die 
Beziehungen (8) und (6b) klar erkennen. In der Formel (6b) verlieren 
mit wachsendem m die Glieder der Summe gegeniiber dem ersten Glied 
der Klammer mehr und mehr an Bedeutung, was die Tatsache wider- 
spiegelt, daB mit abnehmender Reichweite die Wechselwirkung sich 
auf das aufpunktnachste Teilchen konzentriert. Im tibrigen nimmt das 
Verhaltnis K,/K, mit m rasch zu. Dies hat zwei Griinde. Erstens nimmt 
ry, mit m zu und zweitens wirkt sich die Potenz im Nenner 7” des Inte- 
granden stark aus. Die Zunahme von K,/K, mit m bestatigt formel- 
maBig die wohlbekannte Tatsache, daB die VLAsovsche Naherung keine 
brauchbare Basis zur Berechnung der Wechselwirkung von Gesamt- 
heiten mit kurzreichweitigen Zwischenkraften ist. 

Wenn wir uns jetzt, nach dieser Diskussion des Gleichungs- 
systemes (1), den Bedingungen (2) zuwenden, so sehen wir, daB hierzu 
die Kenntnis der Orts-Zeitabhangigkeit der BoLTZMANN-Funktion / not- 
wendige Voraussetzung ist. Die Funktion / ist jedoch zunachst nicht 
bekannt. Wir werden daher zur Behandlung dieses Fragenkomplexes 
folgendermaBen verfahren. 

Zunichst machen wir, so wie dies an sich allgemein iiblich ist, die 
Annahme, daB die Tragergesamtheit zu allen Zeiten und in allen Ge- 
bieten des Phasenraumes durch das D-Modell befriedigend reprasentiert 
werden kann. Dann 1la8t sich f an Hand der BottzMANnNschen Fun- 
damentalgleichung unter Verwendung der ViAsovschen Naherung be- 
rechnen. Auf die so gefundene GréBe f wenden wir die Bedingungen (2) 
an. Sind diese allenthalben befriedigt, so diirfen wir / als brauchbare 
Beschreibung unseres Ensembles ansehen. 

Sind jedoch die Forderungen (2) in bestimmten Gebieten des Phasen- 
raumes zu bestimmten Zeiten nicht befriedigt (individuelle Bereiche), 
so miissen wir zwei Falle unterscheiden. Entweder die individuellen 
Zonen iiben auf die Berechnung der Dichtefunktion in anderen, 
kollektiven Bereichen einen wesentlichen EinfluB8 aus, dann ist die so 
bestimmte Verteilungsfunktion in allen Gebieten des Phasenraumes von 
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zweifelhaftem Wert und eine Neuberechnung auf erweiterter Basis wird 
erforderlich. Oder aber — und dies ist der weitaus giinstigere Fall — 
die Trager in den individuellen Zonen iiben nur einen untergeordneten 
Einflu8 auf die iibrigen kollektiven Gebiete aus. Dann ist es lediglich 
notwendig, die entsprechenden Trager von der kollektiven Beschreibung 
auszuschlieBen, unter Beriicksichtigung ihres Teilchencharakters zu 
berechnen und der restlichen Gesamtheit, die durch die Funktion / 
in diesem Fall befriedigend beschrieben wird, zu iiberlagern. 

Betrachten wir entsprechend dem Gebrauch in der Substitutions- 
analysis einen Vorgang der Orts-Zeitabhangigkeit exp? (wt + fr), so 
erhalten wir an Hand der BottzMANNschen Fundamentalgleichung fir 
die Verteilungsfunktion / die Beziehung 


f=foth=to+ > We. g(f)-expi(wtt+tr), (9a) 
| ——— 
@ 


wo /, die Gleichgewichtsverteilung, c, die Geschwindigkeitskomponente 
in der Richtung f und g(f) durch 


oc 


g(f) = const - 42 e” [ eee ee (9b) 


A Ae & 
0 
als Funktion des Ausbreitungsvektors gegeben ist [J/). 

Auf diese Funktion (9) miissen wir jetzt die Bedingungen (2) an- 
wenden. Dies fiihrt zu einer ganzen Zahl von beschrankenden Aussagen, 
die wir hier nicht alle diskutieren kénnen. Wir greifen nur das Ergebnis 
heraus, welches im Hinblick auf die in I geschilderten Divergenz- 
schwierigkeiten von Interesse ist. Die Bedingungen (2b), (2f) und (2h) 
zeigen zusammen mit (3), daB die Volumenelemente AV, der Einteilung 
des Geschwindigkeitsraumes mit der Annaherung an die Ebene (f¢,,) =@ 
gegen Null streben miissen. Gleichzeitig verlangen die Forderungen (2b), 
(2f) und (21) mit (3), daB AV, eine gewisse endliche GréBe (charakterisiert 
durch /§, wenn / die typische Lange des Vorgangs bezeichnet), nicht 
unterschreitet!. Damit miissen dann die Volumenelemente 4 t= AV,-AV, 
der Phasenraumeinteilung ebenfalls gegen Null streben, wenn sich die 
Geschwindigkeit ¢ des Aufpunktes r, ¢ der Ebene (f¢,,) = annahert. 

Andererseits ist die Giiltigkeit kollektiver Beschreibung aber auch 
an die Erfiillung der Voraussetzungen (2k) und (2m) gebunden, die eine 


' In dem idealisierten Fall einer unendlich ausgedehnten ebenen Welle kénnte 
man auf den Gedanken kommen, da wegen der seitlich unbegrenzten Ausdehnung 
AV, beliebig groB werden kénne. Dem laGt sich entgegenhalten, daB dies durch 
die endlichen Randbedingungen jeder wirklichen Anordnung verhindert wird. 
Insbesondere aber legt die durch die Bedingung (2c) bewirkte Kopplung an das 
Gleichungssystem (1) auch im Fall einer ebenen Welle ohne seitliche Begrenzung AV, 
auf den Bereich (AV,) < (/§) fest. ‘ 
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gewisse Mindestteilchenzahl / At vorschreiben. Dabei ist folgendes zu 
beachten. Ganz analog zu den Verhiiltnissen bei der StoBzone ist auch 
hier die gegenseitige Abgrenzung der individuellen und kollektiven Be- 
reiche der gaskinetischen Beschreibung keineswegs scharf, sondern stetig. 
Wir kénnen daher auch hier die Begrenzung der Zonen nur innerhalb 
eines gewissen Spielraumes angeben, der durch unsere Wertung des 
>-Zeichens in (2k, m) bestimmt ist. Kennzeichnen wir die Grenze durch 
diejenigen Volumenelemente A r,,, deren individuelle kinetische Kompo- 
nente sich zu der kollektiven wie 1/y, verhalt, so finden wir aus (2m) 
und (2k) mit /=/,+/) die Grenzbedingung 


\i-4z-(1 ++} =, (10a) 
oder 
\f-4z,-(1+ 2) =n. (10b) 


Wenn wir wieder beriicksichtigen, daB nur derjenige Anteil der kollek- 
tiven Komponente, der wirklich in die kinetischen Grundgleichungen 
eingeht, in Rechnung zu setzen ist, so miissen wir auch hier wie bei der 
Untersuchung der StoBzone an Stelle von (10) die Beziehungen 


a Mi 2 ey eg: 
: \i At, ck 9s hot (11a) 
ZW. 
‘ Amt \ __ fo b 
Vite: (1+ we? (11 b) 


verwenden, da die kollektiven Anteile der Gleichverteilung f, sich im 
Gegensatz zu /, aus den kinetischen Grundgleichungen herausheben. Zur 
individuellen Komponente tragt /, dagegen in unveranderter Form bei. 

Da f~/f, einen bestimmten endlichen Wert besitzt, verlangen die 
Gln. (10) fiir die einzelnen Volumenelemente eine bestimmte Mindest- 
ausdehnung A1,. Da nun aber andererseits — wie wir oben sahen — 
Ar-—>0 fiir c, >c,,, gilt, so bedeutet die Existenz von At, nichts anderes, 
als daB eine gewisse e-Schicht in der Umgebung der Ebene (f¢,) = 
von der kollektiven Behandlung auszuschlieBen ist. Die Ausdehnung 
dieser e-Zone wird durch die Bedingung 


Cru — kw — € (12) 


festgelegt, wenn c,,, die Geschwindigkeitskomponente bezeichnet, fiir die 
At den Mindestwert At, — definiert durch die Gl. (11) — erreicht. 

Der ¢-Bereich ist ebenso als individuelle Zone aufzufassen, wie die 
vorher diskutierte StoBzone 7,. Wie diese ist auch die Ausdehnung des 
e-Bereiches gemaB Gl. (11) von der Amplitude /, abhangig. Damit haben 
wir folgende Aussage gewonnen. 
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In der Umgebung der Ebene (c,,f) =a ist ein gewisser e-Bereich als 
individuelle Zone von der kollektiven Beschreibung auszuschlieBen. 
Diese AusschluBzone besitzt, im Gegensatz zu der aus Griinden der 
Linearitat geforderten ,,cut-out-region‘‘ ([19], s. auch I), eine gewisse 
Mindestausdehnung und nimmt mit abnehmender Amplitude des kol- 
lektiven Vorganges zu, wahrend sie nach den zitierten Uberlegungen 
abnehmen sollte. Das letzte Ergebnis ist besonders einleuchtend, da 
man erwarten wird, daB der EinfluB der individuellen Schwankungen an 
Bedeutung gewinnt, wenn die kollektive Komponente verkleinert wird. 

Die hier als ,,individuelle Zone“‘ gekennzeichnete AusschluBzone ver- 
meidet die in I diskutierten Schwierigkeiten beziiglich der Dispersions- 
gesetze. Die Divergenzen entfallen und die Gl. [(2a), I) laBt sich durch 
einfache partielle Integration in [(2b), I) iberfiihren. 

Es sei nur vermerkt, daB der e-Bereich nicht die einzige Zone des 
Geschwindigkeitsraumes ist, die keine kollektive kinetische Beschreibung 
erlaubt. Wegen der exponentiell abfallenden Besetzungsdichte der Zellen 
hoher Geschwindigkeit kénnen die Bedingungen (2) auch jenseits einer 
gewissen Grenzgeschwindigkeit c, nicht mehr erfiillt werden. Die kollektive 
Beschreibung ist daher bereits auf eine Maximalgeschwindigkeit c, unter- 
halb der Lichtgeschwindigkeit, deren Bedeutung an anderer Stelle [9] 
hervorgehoben wurde, beschrankt. 

Werfen wir schlieBlich noch einen Blick auf die ebenfalls in I heraus- 
gestellten Unterschiede zwischen den Ergebnissen der verschiedenen 
mathematischen Verfahren (Substitutionsanalysis-LAPLAcE-Transfor- 
mation). Die Resultate der Substitutionsanalysis sind in [I, (2)] wieder- 
gegeben. 

Bei der Berechnung unter Verwendung der LAPLACE-Transformation 
betrachten wir im AnschluB an LANDAU einen Vorgang der Ortsab- 
hangigkeit expikx und unterwerfen die lineare Naherung/, der 
BOLTZMANN-F'unktion und das elektrische Potential ® hinsichtlich der 
Zeitabhangigkeit einer LApLACE-Transformation 


hig =e feru hah; @, =fe"' Pat (13) 
0 0 
mit den Umkehrungen 
+ico+p +ico+p 
e oy ee at 
es 2ni | frye dn; . ae i ®, e"' dn, (14) 
—ico+p —icotp 


wo p einen beliebigen reellen Parameter bezeichnet, der jedoch so gewahlt 
sein mubB, daB er gréBer ist, als die Realteile aller Singularitaten der 
Transformierten. Fiir ®, erhalt man dann aus der linearen Naherung 
der BOLTZMANN-Gleichung und der Potssonschen Gleichung die folgende 


n & 
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4neé fi (c,é=0) dV, 
au) + i(fe)} 

4m-is et fe aV, 

Rem Ocy {n +7 (Ec)} 
Verwenden wir in dieser Funktion ®, — entsprechend dem allgemeinen 
Gebrauch — fiir /, eine kontinuierliche Dichteverteilung (beispielsweise 
die MAXWELL-Verteilung), so erkennt man sofort, daB ®,, eine komplexe 
Funktion ist, die neben auBerwesentlichen Singularitaten eine einfache 
Mannigfaltigkeit wesentlicher Singularitaten auf der imaginaren Achse 
der 74-Ebene besitzt. Diese Tatsache bereitet natiirlich, rein mathe- 
matisch gesehen, bei der Riicktransformation Schwierigkeiten, die sich 
jedoch nach [9] und [27] durch Einfiihrung geeigneter Schnitte bzw. 
analytische Fortsetzung tberwinden lassen. Beide Verfahren ergeben 
unterschiedliche Zusatzglieder zu den an Hand der Substitutions- 
analysis gewonnenen Dispersionsgesetzen. 

Auch diese viel diskutierten Differenzen zwischen den Ergebnissen 
der Substitutionsmethode und der LApLAce-Transformation erscheinen 
in anderem Licht, wenn wir den Grenzen kollektiver Beschreibung die 
gebihrende Beachtung schenken. 

In I konnten wir namlich als einen der wesentlichsten Gesichtspunkte 
die Tatsache herausstellen, daB auch in denjenigen Bereichen, in denen 
kollektive Beschreibung grundsatzlich méglich ist, der Begriff der Dichte- 
funktion / nur in dem seiner Definition entsprechenden beschrankten 
Sinn verwendet werden darf. Das soll bedeuten — wenn wir von 
einer Teilchendichte o0(AV,) = /-AV, sprechen, wo der ,,einheitliche 
Bereich‘ AV, der Bedingung 


AV,,, < AV,<AV,o (16) 


r= 


(15) 


4{— 


geniigt (s. I), so hat dies einen wohldefinierten Sinn. 9(AV,) gibt die Zahl 
der Trager pro Volumeneinheit des geometrischen Raumes an, deren 
Geschwindigkeiten in das Gebiet AV, fallen. In guter Ubereinstimmung 
mit der Wirklichkeit beschreibt 9 (AV,) einen Teilchenstrom der mittleren 
Geschwindigkeit ¢, welche dem Volumenelement AV, zugeordnet ist. 
Gehen wir dagegen — ungerechtfertigterweise — zu der infinitesimalen 
GréBe do =}: AV, iiber, so haben wir damit f in einein definitionsfremden 
Sinn verwendet. f{ (do) beschreibt auch jetzt die Dichte eines raumlichen 
Teilchenstromes der Geschwindigkeit c, aber diese Beschreibung ist der 
zugeordneten Wirklichkeit vollig unangemessen, — und zwar aus einem 
einleuchtenden Grunde. Eine solche Beschreibung wiirde namlich die 
Qualitaten eines einzelnen punktférmigen Tragers oder — besser sogar — 
die Qualitaten von Bruchteilen eines solchen Tragers so behaideln, als 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 140. 21 
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seien sie itber den ganzen Raum nach MaBgabe der Dichte verschmiert. 
Die Unméglichkeit einer solchen Beschreibung, deren Unzulanglichkeit 
anschaulich evident ist, kommt formelmaBig in dem Widerspruch der 


Beziehung 
dV, < AV., (17) 


zu der Bedingung (16) zum Ausdruck. 

Diese Aussage enthalt eine wichtige Konsequenz fiir die Modell- 
vorstellung, welche wir einer Gesamtheit in thermisch ungeordneter Be- 
wegung, beispielsweise einem Plasma, zugrunde legen kénnen. Sie zeigt 
namlich, daB das angemessene Plasmamodell, auf welches wir die kollek- 
tive Beschreibung anwenden kénnen, nicht eine kontinuierliche Vertei- 
lung von Teilchenstrémen infinitesimaler Dichte, sondern vielmehr eine 
endliche Zahl von Tragerstrémen endlicher Dichte ist, denen jeweils eine 
geeignete mittlere Geschwindigkeit zugeordnet werden kann. 

Aus den genannten Griinden ist die Verwendung infinitesimaler 
Volumenelemente selbstverstandlich auch in der Beziehung (15) nicht 
erlaubt, sondern die Integrationen iiber den Geschwindigkeitsraum sind 
gemaB 


(¢) 

f G(c, v,t) dV, => G(c,, t, 8) AV,, (18) 
durch Summationen tiber eine Volumeneinteilung 4 V., zu ersetzen, deren 
Elemente der Bedingung (16) geniigen. Individuelle Bereiche, wie bei- 
spielsweise die e-Zone und c> c, sind dabei natiirlich auszuschlieBen. 
Den in (18) formulierten Ubergang kénnen wir vollziehen, indem wir 
in (15) die Funktionen /, und /, vor der Integration mit dem Faktor 


>» 6(¢, —c) -AV,, (19) 


multiplizieren, wenn 6 die bekannte DiraAc-Funktion kennzeichnet. 
Unter diesen Umstianden entfallen die wesentlichen Singularitaten von 
®, und die LapLaAce-Transformierte wird eine meromorphe Funktion. 
Zur Ausfiihrung der Riicktransformation erginzen wir jetzt den Inte- 
grationsweg in (14) zu einer geschlossenen Kontur, indem wir die Inte- 
gration in einem links gelagerten Halbkreis von + ioo + nach — ioe + p 
zuriickfiihren, Da lim®,= <7) gilt, muB sich die Funktion ®,,(r, t) 


nc 

gema8 JORDANS Lemma als die Summe der Polresiduen der Funktion 
,-e"’ darstellen. Diese Residuen enthalten alle neben einem kon- 
stanten Faktor, welcher durch die Anfangsbedingungen festgelegt ist, 
den orts-zeitabhangigen Anteil expi(@¢-+-fr), wenn wir die Polstellen 
durch 7)=7@ kennzeichnen. Fiir die Zuordnung zwischen @ und f 
liefert die Riicktransformation das Dispersionsgesetz in volliger Uber- 
einstimmung mit der Substitutionsanalysis. 
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Selbstverstandlich ist es méglich, aus Griinden der ZweckmaBigkeit 
hier oder auch an anderer Stelle innerhalb der kollektiven Bereiche zu 
kontinuierlicher Beschreibung tiberzugehen. Man hat jedoch dabei 
zu beachten, daB dieser Ubergang die physikalischen Konsequenzen 
nicht beeinfluBt, da entsprechende Anderungen zwar dem fiktiven 
D-Modell eigen waren, aber nicht der physikalischen Wirklichkeit 
entsprechen. 

In diesem Sinne haben die in [9] und [27] aufgezeigten Differenzen 
zwischen den Ergebnissen der LAPLAcE-Transformation einerseits und 
der Substitutionsanalysis andererseits zwar Interesse beziiglich des 
D-Modelles, besitzen jedoch keine physikalische Realitat. 


Herrn Professor K.G.EMELEUS méchte ich fiir sein Interesse und 
seinen Kommentar zu den vorliegenden Untersuchungen danken, Der 
Royal Society und der Queen’s University Belfast gebiihrt mein Dank 
fiir ihre freundliche Einladung, die meinen Aufenthalt in Belfast er- 
moglichte. 
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Die Polarisation des Lichtes 
durch asphiirische, ferromagnetische Teilchen 
in einem homogenen Magnetfeld. 


II. Theorie. 


Von 
E. FIck. 


Mit 11 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. November 1954.) 


Es wird das optischen Verhalten einer Wolke ferromagnetischer, ellipsoidaler 
Teilchen untersucht, die in einem auferen, homogenen Magnetfeld eine statistische 
Orientierung erfahren, wobei beliebige Feldstarken relativ zu der der Ausrichtung 
entgegenwirkenden Temperatur zugelassen werden. Die dadurch hervorgerufene 
optische Anisotropie der Rauchwolke wird durch Berechnung des mittleren, kom- 
plexen Brechungsindex beschrieben, wobei die Ellipsoide als klein gegen die Licht- 
wellenlange angenommen werden. Das von diesen Teilchen gestreute Licht ist 
eine Funktion des angelegten Magnetfeldes. Die Richtungsabhangigkeit und 
Polarisation der Streustrahlung wird diskutiert. Die anisotrope Absorption — be- 
dingt durch Erzeugung JouLEscher Warme im Teilchen und Lichtstreuung — 
liefert die Polarisation des senkrecht zum Feld durchgehenden Lichtes. Durch 
Kombination von theoretisch und experimentell gewonnenen Ergebnissen lat 
sich aus der astronomisch beobachteten Polarisation des Sternlichtes die Starke 
des galaktischen Magnetfeldes abschatzen. Je nach den zugrunde gelegten ferro- 
magnetischen Materialkonstanten des interstellaren Rauches gelangt man zu Feld- 
starken, die in dem Intervall 7,5 + 107° < Hgay < 6+ 10-4 Oe liegen. 


|. Einleitung. 


Im ersten, experimentellen Teil dieser Arbeit (3)! wurde gezeigt, daB 
unpolarisiertes Licht beim Durchgang durch ferromagnetischen Rauch 
aus y-Fe,O, eine partielle lineare Polarisation erleidet, wenn ein statisches 
Magnetfeld senkrecht zur Lichtrichtung angelegt wird. Dieser Effekt 
beruht auf einer Ausrichtung langlicher Teilchen in die Feldrichtung und 
kann als ein Modell zur Polarisation des Sternlichtes durch interstellare 
Materie angesehen werden. 

In den folgenden theoretischen Untersuchungen iiber diesen Polari- 
sationseffekt approximieren wir die Gestalt der Teilchen durch ge- 
streckte Rotationsellipsoide, um die in ihrem Inneren herrschende 
magnetostatische bzw. elektrisch-optische Feldstarke berechnen zu 
kénnen. Das ferromagnetische Verhalten der Partikel wird durch ein 
permanentes Moment parallel zur groBen Teilchenachse und durch ein 


* Diese erste Verdffentlichung wollen wir kiinftig kurz mit I bezeichnen. 


“™—|'*' © 
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vom auBeren Magnetfeld induziertes Moment beschrieben, Durch die 
Beriicksichtigung der Suszeptibilitat ist unsere Theorie weiter gefaBt als 
eine kiirzlich erschienene Arbeit von L. Spitzer und J. W. TuKry [12] 
uber die Polarisation des Sternlichtes. In optischer Hinsicht werden 
die Partikel, mangels einer exakten Beugungstheorie an beliebig groBen 
Elhpsoiden, als klein gegeniiber der Lichtwellenlange angenommen. Die 
wegen der aspharischen Gestalt vorhandene Formanisotropie der Teil- 
chen auBert sich durch die magnetische Ausrichtung in einer optischen 
Anisotropie der Rauchwolke. Die verschiedene Absorption parallel und 
senkrecht zum duBeren Feld verursacht die Polarisation des durch- 
gehenden Lichtes. Es wird daher der komplexe Brechungsindex der 
Teilchenwolke, dessen Imaginarteil konsumptive Absorption liefert, und 
das Streulicht, das konservative Absorption veranlaBt, in Abhangigkeit 
vom orientierenden Magnetfeld bestimmt. Wir bedienen uns dabei einer 
von M. Born (2) stammenden invariantentheoretischen Methode der 
Behandlung der durch auBere Felder erzwungenen Anisotropie. Wahrend 
bei der Berechnung des CoTron-MovutTon- bzw. MAjorANA-Effektes [2], 
(6) nur eine geringe Ausrichtung der Molekiile bzw. der kolloidalen Teil- 
chen durch das Magnetfeld vorausgesetzt wird, gilt unsere Theorie fiir 
beliebige Feldstarken relativ zu der der Orientierung entgegenwirkenden 
Temperatur, so daB auch die Sattigung der Polarisation mit zunehmender 
Feldstarke, wie sie in I beobachtet wurde, erfaBt wird. Andererseits 
umfaBt natiirlich die vorliegende Theorie die Ergebnisse von R. GAns [4] 
liber Absorption und Streuung des Lichtes an Rotationsellipsoiden ohne 
Vorzugsrichtung als Spezialfalle. 

Wahrend die magnetische Abhangigkeit des Vorganges mit den experi- 
mentellen Untersuchungen quantitativ iibereinstimmt, kénnen wir nicht 
erwarten, daB sich die GréBe der Polarisation aus der Theorie berechnen 
laBt, da in optischer Hinsicht unsere Theorie auf Teilchen beschrankt 
ist, die kleiner als die Lichtwellenlange sind, im Experiment aber Par- 
tikel von der gleichen GréBenordnung und sogar etwas gréBer vorlagen. 
L. SpitzER und J. W. TuKEy miissen zur Festlegung der optischen 
Eigenschaften von Teilchen mit ungetahren Dimensionen der Licht- 
wellenlangen zu mehr oder weniger willkiirlichen Annahmen greifen. 
Durch Heranziehen unserer experimentellen Ergebnisse gelingt es jedoch 
das optische Verhalten von Partikeln mit solchen Abmessungen zu er- 
fassen und schlieBlich eine Abschatzung der galaktischen magnetischen 
Feldstarke zu erreichen. 


2. Orientierung eines Teilchens im Magnetfeld. 


Wir wollen die Energie eines ferromagnetischen Teilchens, das sich 
in einem durch einen elektrischen Strom hervorgerufenen Magnetfeld 
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befindet, bestimmen. Dazu werde das magnetische Verhalten durch die 


Zustandsgleichung 
M=7H + M, (4) 


(y = reversible Suszeptibilitat; I, = permanente oder ,,wahre‘‘ Ma- 
gnetisierung) beschrieben. Dieser lineare Ansatz ist erlaubt, solange 
man wesentlich kleinere Feldstarken betrachtet, als zur vollen Aus- 
steuerung der Hysteresisschleife nétig sind (reversible Anderungen). Es 
ist dies bei unserem Problem sicher der Fall. Wenn wir die Induk- 
tion 8 einfiihren 

B= H+4nxM (2) 


erhalten wir an Stelle von Gl. (1) 
B=uH+B, mit w=4az+1 und B=—4a7M,. (3) 


Es ist zweckmaBig, das Feld in irgendeinem Raumpunkt zu zer- 
legen in: $) = das Feld, welches vom Strom allein bei Abwesenheit 
magnetisierbarer Substanz und permanentem Magnetismus erzeugt 
wiirde; 9) — das durch die magnetisierbare Materie hervorgerufene 
Zusatzfeld zu H; H°V= HY + HY; He = das Feld, welches vom 
permanenten Magnetismus bei Abwesenheit magnetisierbarer Substanz 
und elektrischer Stréme geliefert wiirde ; 5‘) = das durch die magnetisier- 
bare Materie erzeugte Zusatzfeld zu H®; H?9 = H® + HS. Es gilt also 


3 
= oy §% mit rot 6% = 2x t und rot §6%=0 (¢=1, 2,3). (4) 
4=0 


ese 


€ 


Eine analoge Zerlegung fiihren wir mit den FeldgréBen 8 und M durch. 
Fir die Magnetisierung erhalt man gem&B Gl. (1) 


MO —O; MM = yHEY;, gre — M,; MS — 7 HEI, (5) 


Um die Wechselwirkung zwischen Strom und permanentem Magneten 
zu erfassen, ist es bekanntlich nétig, nicht nur die magnetische Feld- 
energie, sondern auch die elektrische Energie des Stromkreises zu be- 
trachten. Fiir dieses System gilt bei einer Verriickung 


6A+ 60+ 6F=0. (6) 
Dabei ist 6A die vom Feld geleistete Arbeit 
6A = x QO, 09, (7) 
(Oks Me = generalisierte Krafte bzw. Koordinaten). 5@ stellt die Ande- 
rung der chemisch-thermischen Energie dar: 


dO res . c ps ” ; 2 ra = 
7 =| GidV = a €E rot H dV = & [ 9 rot ¢adlV, 
oo ~ ~ 
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so da8 wir wegen des Induktionsgesetzes erhalten 


a es 1 i SR , 
50 = bed HO SB av. (8) 
Die freie Energie des Feldes berechnet sich zu 
B 
F=,-[ [ 9aav 
47 Z . 
co B(H=0) (9) 


1 esa r i es 
a sy fe dtat =_ fs BOD dy — +f Mp G29 dV t. 


14 
i) 


Halt man den Strom bei Verriickungen konstant, so folgt aus Gl. (6) 
schlieBlich 


—!' [9 5ROD QV + 
5A x! SBD AV 4 
tk xf HO § BED qV + 5 fom, S29) dV. 


Co 


(10) 


Fiir die Arbeit bei Einbringen des Teilchens mit induzierter und perma- 
nenter Magnetisierung in das Feld 6 ergibt sich damit 


1 a , “Aree: 2 
7 az fo BU AV + fe BED dV, (11) 


co co 
Fiir das erste Glied kann man auch schreiben 


$f 7H HOYAV, 


wahrend das zweite Glied auf die Form 


— { 9° Bendy = [HY m, AV 
4 é P 


fo, 3] co 


gebracht werden kann. 
Die geleistete Arbeit ist gleich der negativen potentiellen Energie W 
des Teilchens im Magnetfeld, also 


W =—4f $9 (7H + 2M,) dV. (12) 

Vp 
Dabei sind die GréBen, die unter dem Integral vorkommen, nur im Teil- 
chen von Null verschieden, so daB wir die Integration lediglich tiber das 


+ Wir verwenden hier und im folgenden den Satz, daB das Skalarprodukt aus 
einem rotations- und einem divergenzfreien Vektor, integriert tiber den ganzen 


Raum, verschwindet. 


oie He Pick: 


Teilchenvolumen V;, zu erstrecken brauchen. Um die Feldstirke $2 
im Teilchen durch die Feldstarke § ausdriicken zu konnen, 
nehmen wir ein homogenes Magnetfeld $ an und approximieren 
die Teilchen durch gestreckte Rotationsellipsoide. 


oe) Wir wollen zwei Koordinaten- 
systeme einfiihren: Ein raumfestes 
Koordinatensystem 4%; (%,, %2, %3), 
dessen x ;-Achse parallel zur Rich- 
tung des Feldes ) ist; ferner ein 
teilchenfestes System 4x,(x, ¥, 2), 
dessen Koordinatenachsen mit den 
Achsen des Ellipsoides zusammen- 
fallen (vgl. Fig. 1). Zwischen diesen 
beiden Systemen gelten dann die 
Transformationsformeln 


x, = Di One % bzw. 4; s= 2,6 Cy; (13) 


i Pr 


Fig. 1. Das raumfeste und das teilchenfeste Koordi- wobei die Matrix Cys ausgedriickt 
natensystem. Die Evterschen Winkel #, gund y. durch die EULERschen Winkel, lautet 


Cx1 xe xe 


| cosy cosp—sinysingcos#® sinycosp+tcosysingcos? sing sin’? 
Cy Sys “ya ||=| —cosy sing—siny cospcos# —sinysing+cosycospcos# cosp sin? |, 


Cp, Cra Gcs) || Si psin e —cos y sin & cos # | 


Nun wenden wir uns der Feldstarke im Inneren des Ellipsoides zu. In 
teilchenfesten Koordinaten (» = x, y,z) gilt fiir die Zusatzfeldstirke HG) [1] 


HY), = — NM. (15) 

Die GréBen N,, N, und N, sind die sog. Entmagnetisierungsfaktoren, 

die durch die Achsen a,b und c des Ellipsoides bestimmt sind. In dem 

uns interessierenden Fall eines gestreckten Rotationsellipsoides (a = b <c) 

bestimmen sich die N durch 

N= ime ff ce pet _N, 

. = 47 2 Pats ear 1), N,=N,=22 ar 

mit (16) 

)e—a? 

&= —. 
c 


Fir die Feldstarke {9 im Inneren folgt aus Gl. (5) und (15) 


(0) 
H(01) — Ay? 
v(t) 1+N,x (17) 


- = 
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und man findet damit 


Wl = —4 >a HO* — > p00) Og, (18) 
. . ~ os < < 
wobei die GréLen 
(0) _ “> 7 ; 
?, => Nog? das magnetische Moment und 
pinaiiy Fitimwelisitenss) feng aeth aS) 
oer weg, y Vy die magnetische Polarisierbarkeit 
Nyx 


des Teilchens darstellen. 

Wenn wir nun davon Gebrauch machen, daB die permanente Magne- 
tisierung Yt, und damit das Moment #!°) parallel zur ausgezeichneten 
z-Achse liegt (vgl. I) 

p9=p=0, plo) = po 
und daB wegen der Rotationssymmetrie gilt 
) 


0)... ,, @ 
a = ay ; 


so erhalten wir fiir die Energie des Teilchens im Feld 


Ww ot os H® po cos? = 4 2 (sin? d “ A (9) = o{0)) > (20) 
Die GréBe 
Adi = ale) — oft) = 2s _Vp= Aa” Ve (24) 


(i + N,v) (4 + Ned) 


ist fiir ein gestrecktes Rotationsellipsoid (N,> 4.) stets positiv. 
Fiir dia- und paramagnetische Teilchen (|42 7|=|u—1|<1) wird 


Aa’ w (N, —N) 2. (22) 


Da man in diesem Fall gréBenordnungsmaBig |7| ~10~° setzen kann, 
erhalt man bei einem Achsenverhiltnis c/a = 8 (N, = 6,10 und N, = 0,36) 


Ao’ ~ 6-10772. 


Liegen ferromagnetische Teilchen mit hoher Suszeptibilitat vor (y>Nz7), 
so ergibt sich 
Ag ai = (23) 


N, WN, 


Bei demselben Achsenverhiltnis folgt daraus in diesem Fall 
Aa)’ ~ 2,6. 


+ Wir pezeichnen im folgenden die GréBen, die sich auf das statische Magnetfeld 
beziehen, mit dem oberen Index 0 um Verwechslungen mit den GréBen des Licht- 


feldes zu vermeiden. 
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Fir Ferromagnetica geringer Suszeptibilitat (z. B. y-Fe,0, mit 7 ~ 0,04 
[9]; vgl. Fig. 4) muB jedoch die allgemeine Gl. (21) herangezogen werden. 
Mit dem obigen Wert fiir c/a findet man daraus fiir y-Fe,0 -Teilchen 


A gO" we 7 AU * 


Aus diesen Abschatzungen ist ersichtlich, daB ferromagnetische Teil- 
chen einen wesentlich gréBeren Orientierungseffekt erwarten lassen, als 
dia- oder paramagnetische. Ein auBerdem vorhandenes permanentes 
Moment #) wirkt natiirlich besonders zugunsten der Ferromagnetica. 

Nach Gl. (7) ist das am Teilchen angreifende Drehmoment 


oy _ 04 _ = OW (po sO, 9 1 1 O24 4 gj te 
DY ae ee oF (H p° sind +H Aa sin 29) (24) 
Die stabilen Gleichgewichtslagen gestreckter Rotationsellipsoide im 
Magnetfeld (W® Minimum) ergeben sich hieraus zu 


i =0 fiir H® Aq — ~” 
0=Ounda fir H%Ac>p%+0. 


Unsere experimentellen Untersuchungen (I) der freischwebenden Teilchen 
im Mikroskop zeigten ein Umklappen beim Kommutieren des -Feldes 
(<10 Oe), d.h. nur #=0 war ein stabile Lage. Wir hatten daraus ge- 
schlossen, daB ein permanentes Moment vorhanden sein mu. Jetzt 
sind wir im Stande diese Aussage durch die Ungleichung H® 42 < p® 
zu prazisieren. Umgekehrt kénnte man aber aus einem nicht erfolgenden 
Umklappen der Teilchen beim Kommutieren des Feldes nicht eindeutig 
auf die Abwesenheit eines permanenten Momentes schlieBen. 

Fir dia- und paramagnetische und ideal weiche ferromagnetische 
Medien ist f°) =0. In diesem Fall sind in Gl. (24) die Nullstellen von 
sin 2% mabgebend. Je nachdem 4% = 0 ist, ergibt sich die stabile Gleich- 


: 0) 
gewichtslage zu 0 = 
76/2. 


3. Statistische Verteilung. 


Wir betrachten nun ein System von Teilchen. Die Wahrscheinlichkeit, 
ein Teilchen in einer Stellung d@2 anzufinden, ist nach der BOLTZMANN- 
Statistik gegeben durch 

wo 0 
iy exp {— AT aQ2 
ay = ——_—____ (25) 
i is | at (0) \an 
x — -? 
J FES ia) 


W ist die Energie des Teilchens im Magnetfeld und T die absolute 
Temperatur. Wir nehmen die Dichte der Teilchenwolke so verdiinnt an, 
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da8 keine Wechselwirkung zwischen den Partikeln stattfindet. Es ent- 


spricht dies unseren experimentellen und sicher auch den interstellaren 
Verhaltnissen. 


Driickt man W durch die gegebenen GrdfBen aus, so kann man fiir 
Gl. (25) schreiben 


dY =Ce(8) dQ. (26) 
Dabei ist 

e(#) = exp (wu cos 3 — usin? 8) 
H® po 

kT 

a HO2Ag® 
A ACT Ee (27) 
dQ=sinbdibdgdy 


“= = 0 


C+ = 422 f e(9) sind dd. 
0 


4. Konsumptive Absorption der Teilchenwolke im Magnetfeld. 


Die durch das Magnetfeld hervorgerufene Orientierung der Teilchen 
bewirkt in optischer Hinsicht eine nach auBen sichtbar werdende Aniso- 
tropie der gesamten Teilchenwolke. Zur Behandlung dieses optischen 
Vorganges beschranken wir uns auf Teilchen, die klein gegeniiber der 
Lichtwellenlange sind, d.h. die elektrischen Schwingungen innerhalb 
der Teilchen werden als quasistatisch und homogen angesehen. Da die 
von uns experimentell untersuchten Teilchen (I) im Mittel etwa in der 
GréBenordnung der Lichtwellenlange und dariiber liegen, kénnen die 
Ergebnisse der Theorie auf diese Experimente nur naherungsweise an- 
gewendet werden. Es wird jedoch erlaubt sein, durch Kombination von 
experimentellen und theoretischen Ergebnissen Schliisse auf die galak- 
tische Magnetfeldstarke zu ziehen, zumal ja unsere Theorie die magneti- 
sche Seite dieses Vorganges exakt beschreibt. 

Wir wollen uns im folgenden also auf sehr kleine, ellipsoidale Teilchen 
beschranken. Ihr optisches Verhalten beschreiben wir durch das elek- 
trische Moment p, das durch die 4uBere Lichtwelle induziert wird 


P; a 3; Aik E.} (28) 
k 


Da wir Wechselwirkungen zwischen den Teilchen vernachlassigen k6n- 
nen, ist die ,, wirksame‘‘ Feldstarke ©’ gleich derjenigen der linear pola- 
risiert einfallenden Lichtwelle € Im (optischen) Polarisierbarkeits- 
tensor «,;, kommt die aspharische Gestalt des Teilchens zum Ausdruck. 
Bei der Untersuchung von nichtkubischem Material wiirde in «;, auch die 
optisch-kristallographische Anisotropie enthalten sein. Wir beschranken 
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uns jedoch hier entsprechend unseren experimentellen Untersuchungen 
auf kubisches Teilchenmaterial. Im teilchenfesten Koordinatensystem 
stellt sich «,,, folgendermaBen durch den Brechungsindex n- des Teilchen- 
materials, das Teilchenvolumen V; und die in Gl. (16) eingefiihrten 


Entmagnetisierungsfaktoren N, und N, — die hier zu Entelektrisie- 
rungsfaktoren werden — dar 
n> —1 f ni — 1 
ee ae i es 5 Sy 
Ly Ly y 4a + (nt, = 1) N, SF EF 3 4a (n?. ad 1) N, x (29) 


% =O fir w+. | 


Den Brechungsindex n; miissen wir wegen vorliegender konsumptiver 
Absorption (JouLtEscher Warme) komplex ansetzen. Damit wird auch 
o,,, komplex. 

Von der Polarisierbarkeit ~;, des einzelnen Teilchens ist die mittlere 
Polarisierbarkeit %,, zu unterscheiden, die das optische Verhalten der 
Gesamtheit der Teilchen beschreibt und damit die experimentellen Be- 
obachtungen bestimmt. Bei dieser raumlichen Mittelwertbildung haben 
wir die Orientierung der einzelnen Teilchen durch das angelegte Magnet- 
feld zu beriicksichtigen. Aus %, laBt sich ein (komplexer) anisotroper 
Brechungsindex n der gesamten Teilchenwolke berechnen, dessen 
Imaginarteil die durch konsumptive Absorption bewirkte Polarisation 
des Lichtes liefert, wahrend der Realteil fiir eventuell vorhandene Doppel- 
brechung maBgebend ist. 


A. Berechnung der mittleren Polarisierbarkeit %;,. 


Zur Bestimmung des mittleren Polarisierbarkeitstensors <, fiihren 
wir zwei raumfeste Einheitsvektoren e;” und e!* ein. Zwischen dem 
raumfesten und dem teilchenfesten Koordinatensystem gilt dann 


4s, pth) VS) oe SO (1) ,/2) 
7 Kip Cy On = 2, X, v &y ty: (30) 
i,k uy 


Nun betrachten wir das Teilchen in allen méglichen Stellungen relativ 
zum raumfesten Koordinatensystem. Dabei andern sich die GréBen 
ay, €\) und e!) nicht. Die raumliche Mittelung ist unter Beriicksichti- 
gung der Wahrscheinlichkeit @Y, ein Teilchen in einer Stellung dQ zu 
finden [Gl. (26)], auszufiihren 
2%, ef eh) = Dia, J ee dP — C> ty» J ee) e(9)dQ (31) 
QQ 


i,k “uy we 


oder wegen der Transformationsformeln (43) 


SS oth) ate) oe 
ahi ¢; e?) i C _ » ay ef") ef?) f Cui Cor e(0) aQ. 
1, yy i,k $2 
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Da die Einheitsvektoren beliebig gewihlt werden kénnen, finden wir 


a CS I j 
Li, = C a! Key U,; vk mit U iva = J Cy, Opp E (0) dQ), (32) 
MY 22 
Die Bestimmung des mittleren Polarisierbarkeitstensors ist damit 
auf die Berechnung von U,;,, zuriickgefithrt. Diese GréBe ist in den 
Indexpaaren (7) und (vk) symmetrisch, d.h. U.s0h=U,,;- Unter 
Beriicksichtigung von Gl. (14) finden wir fiir die von Null verschiedenen 
Komponenten 


O21 = U.s23 = Git = Gay x? (D, + ®,) 


Unse3 == Onsys ae Os az Usess = 27? (PD, — ®,) (33) 
U355 = 42° @, ; 
Unry2 = Gen = — Urey1 = — Unrs2 = 270° D,. 


Uber die Berechnung der elementar nicht auswertbaren Integrale 


D, (u; v) = f ets? sin’? cos? P sin 9 dd (34) 
0 
berichtet der Anhang dieser Arbeit. Wir kénnen sie danach als bekannte 
Funktionen von w und v, d.h. der magnetostatischen GrdBen H), 
Pp, Ax und der Temperatur T ansehen. Fiir den Normierungsfaktor C 
k6énnen wir jetzt schreiben 
C4*=47°D,. (35) 


Beriicksichtigt man, da bei kubisch-kristallisiertem Material der 
Polarisierbarkeitstensor nur Diagonalglieder besitzt [Gl. (29)], so folgt 
aus Gl. (33), daB dies auch fiir %;, gilt 


—__—(f%,= C Da Oni ((=R) | 


regret) ae : aia “pips ; (36 

Wegen der Rotationssymmetrie der Teilchen erhalt man hierfiir 
py ge =F [Oy Oye Sg (5 0) > (a5 — %s)] (37) 

33 = ty — So (u; v) ‘ {oda O, ) 
wenn wir den Quotienten 

Pp : ' 
Nee 8 
oS (638) 


nennen. Die Abhangigkeit der GréBen S, von wu und v wird ebenfalls 
im Anhang dargestellt. 

Mit der Gl. (37) ist die mittlere Polarisierbarkeit der Teilchenwolke 
als Funktion der Polarisierbarkeit des einzelnen kubisch-kristallisierten 
Teilchens, des Magnetfeldes und der Temperatur dargestellt. 


318 i. PICK: 


B. Der Brechungsindex n der Teilchenwolke. 


Aus der mittleren Polarisierbarkeit %,, wollen wir den mittleren 
(komplexen) Brechungsindex n+ der Teilchenwolke im Magnetfeld be- 
rechnen. Verstehen wir unter N die Anzahl der Teilchen pro Volum- 
einheit, so gilt fiir die dielektrische Verschiebung der Lichtwelle 


k k 


woraus folgt 
é,, = 4a Nay + bjp- (39) 


Legen wir die x,-Richtung parallel zur Wellennormalen n des ein- 
fallenden Lichtes (vgl. Fig. 1), so kénnen wir aus der Grundgleichung 
der Kristalloptik 

D =n? (E — n(En)) 


die Brechungsindizes parallel und senkrecht zum Magnetfeld m, und mn, 
berechnen. Fiir kubisch-kristallisierte Rotationsellipsoide ergibt sich 
daraus 


ny = egg = 1 + 4 Nags (40) 


ny = Yo = + 42 Na; - 


Die GréBen ay und agg bzw. «,, und «,, sind nach Gl. (37) bzw. (29) 
dem Teilchenvolumen |; proportional: 


— er las —e = i a , s = , - 
M1 = %11 Vz, Xs = A433 V7; G,, =a, Vz, Sey = By Ves (41) 


Wir kénnen die Wurzeln | 42 NV;a’ +1 in den Gl. (40) entwickeln, 
denn einerseits ist sicher N };< 1, da N die Anzahl der Teilchen pro 
Volumeinheit darstellt!, und andererseits kénnen die Betrage |«’| im 


allgemeinen — d.h. solange wir uns nicht den Stellen N, ,=— SJE 
x; = 0 nahern — nicht so groB werden, daB sich dadurch die Ungleichun- 
gen 42 NV; |«'|<4 andern kénnten. Unter Beriicksichtigung von 


Gl. (37) erhalten wir damit fiir die Differenz der komplexen Brechungs- 
indizes 


my — m= — [3 Sa(w3v) — 1] <0 N Vp- (ee — ys) (42) 


Versteht man unter my den Brechungsindex der Teilchenwolke fiir 
H® —0 [in diesem Fall wird S, = 4, vgl. Gl. (49)], so liefert Gl. (37) 


J) 


+ Wir unterlassen der Einfachheit halber den Querstrich iiber nm und Ej hk 
‘ In unseren Experimenten (I) war N Vp 10-5. Fiir den interstellaren Rauch 
ist diese GréBe wegen N noch wesentlich kleiner. Im exakten Giltigkeitsbereich 
unserer Theorie — Teilchen klein gegeniiber Wellenlange — wird N Vr wegen des. 
geringeren Teilchenvolumens bei gleichem N ebenfalls kleiner. 
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die fiir eine Orientierungstheorie charakteristische Beziehung 


ab Nes ny 


1 — 8 _ ; , (43) 


welche bislang in der Literatur nur fiir eine geringe Ausrichtung der 
Teilchen abgeleitet wurde. 

Nach den Gesetzen der Metalloptik folgt aus dem komplexen Bre- 
chungsindex n der reelle Brechungsindex » und der Absorptionsindex x: 


Rn)=—n, YJn)——xnx (44) 


(3 = Realteil; } = Imaginarteil). Der Realteil von Gl. (42) ergibt also 
die durch das auBere Magnetfeld hervorgerufene Doppelbrechung, wah- 
rend der Imaginarteil den magnetischen Dichroismus liefert. 


C. Die Polarisation des Lichtes, hervorgerufen durch anisotrope, 
konsumptive Absorption. 

Die Polarisation P, die unpolarisiertes Licht beim Durchgang durch 
die Teilchenwolke von der Lange L im Magnetfeld erleidet, stellt sich 
nach Gl. (I.4) durch die Absorptionskoeffizienten A, und h, in der Form 
dar: 


P=%q|~ (hy) —h,)]. (45) 


Die Polarisation P,, die durch die anisotrope, konsumptive Absorp- 
tion 4, bedingt ist, ergibt sich wegen 


4; 4m ~ 
hy; = a nz=— ar 3 (7) (46) 
nach Gl. (42) zu 
| P, = Eg [(3 S,(; v) — 1) - Ry] | 47) 


wobei wir die dimensionslose GréBe 


277 LNVr x , 
siete dp i 


= a oh 8 
Rk, i. Lyx Kasi (4 ) 


einfiihren, welche die optische Seite des Polarisationseffektes beschreibt. 


D. Diskussion der Formel fiir P,. 

Fiir kugelférmige Partikel wird «,,—a;,, d.h. die GréBe Ry (und 
damit P,) ist Null. Im Fall gestreckter Rotationsellipsoide ist Ry im 
allgemeinen fositiv, d.h. es liegt ein positiver Dichroismus vor. Um dies 
zu zeigen, zerlegen wir die komplexe GroBe ¢ = n>—1=&+i7 in Real- 
und Imaginarteil (7 ist stets <0) und skizzieren J (a,+) bzw. Y(a,,) als 
Funktion der Entelektrisierungsfaktoren N, bzw. N,, wobei wir € und 7 
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als Parameter ansehen (Fig. 2). Wir erinnern uns, daB die GroBe N, mit 
zunehmender Exzentrizitat des gestreckten Rotationsellipsoides von 42/3 
auf 0 abnimmt, wahrend N, von 42/3 auf 2a anwachst. Aus der Fig. 2 
ist daher ersichtlich, daB fiir £ > 0 stets 3 (a, ,—«,) > Oist. Fiir negative 


é-Werte ist die Differenz 9 («,,,—«;,) sicher = 0, falls — ix =— S(v- ax) 
gilt. Hieraus erhalt man die Bedingung &+6&+-7?=0, die in der 
komplexen £-Ebene das AuBere eines Kreises K vom Radius 3 und mit 
dem Mittelpunkt = —3, 70 darstellt. Berechnet man die GréBe¢ 
aus den experimentell bekannten »;- und x;-Werten fiir verschiedene 
absorbierende Materialien, die sich etwa in dem Bornschen Lehrbuch 
der Optik [2] finden, so 
stellt man fest, daB die 
€-Werte alle auBerhalb K 
liegen, also positives R; 
liefern. 

Aus der Formel (48) ent- 
Fig. 2. 3 (a4, .) bzw. 3(«{,) als Funktion der Entelektrisierungs- nehmen by babienaie: das sehr 

ee taktoren Nz baw. Ny. plausible Ergebnis, daB die 

Polarisation mit der Anzahl 

der Teilchen im Lichtweg (NZ = Anzahl der Teilchen pro Volumein- 

heit mal der Lange der vom Licht durchlaufenen Strecke) und dem 
Teilchenvolumen zunimmt, 

Wahrend in der GréBe R; die optischen Eigenschaften des Teilchens 
zum Ausdruck kommen, ist S,(; v) fiir die magnetische Seite des Orien- 
tierungsvorganges maBgebend. Die Argumente u und v bestimmen sich 
aus den magnetischen Eigenschaften des Teilchens, dem herrschenden 
Magnetfeld und der Temperatur [GIl. (27)). 

Aus Gl. (47) folgt, daB die Polarisation Null wird, wenn 3 S,—1=0 
ist. Das ist der Grenzfall eines verschwindenden Magnetfeldes. Die im 
Anhang dieser Arbeit durchgefiihrte Berechnung der Funktion S,(u; v) 
zeigt namlich (vgl. Fig. 9, 10 und 11), daB diese Funktion Werte zwischen 
4 und 4 annimmt. Aus Gl. (34) sieht man sofort, daB die untere Grenze 
dieses Intervalles erreicht wird, falls w-+0 und v-+0, d.h. H +0 oder 
Tce strebt. In diesem Fall einer fehlenden Orientierung ist natiirlich 
die Teilchenwolke isotrop 


S$ err) bzw. J (0622) 


X11, = Xe, = Xs, = § (2a,, + @,,) = % (49) 
und die Polarisation verschwindet. 
Der andere Grenzfall S,=1 stellt die véllige Orientierung der Teil- 
chen parallel zum Magnetfeld dar (u—+co oder vow, d.h. Hs 
oder T+ 0). Dabei erhalten wir das verstiandliche Ergebnis 


O11, = O22, = Cre, O39, = Ose (50) 


a 
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und die Polarisation nimmt bei gegebenem R 7 einen gréBten Wert an 


Pj., = Ug 2Ry (54) 


(,,Sattigung ‘‘der Polarisation). 


5. Streuung des Lichtes durch Teilchen in einem auBeren Magnetfeld. 


Wir wollen uns nun der Berechnung des Streulichtes kleiner ellipsoi- 
daler Partikel zuwenden, die durch ein auBeres Magnetfeld eine Vorzugs- 
richtung besitzen. Dazu verallgemeinern wir eine von M. Born [2] zur 
Bestimmung des Streulichtes willkiirlich orientierter Teilchen angegebene 
Methode. Alle méglichen relativen Lagen des einfallenden Lichtvektors, 
der Beobachtungsrichtung, der Analysator- 
stellung und des 4uBeren Magnetfeldes werden 
dabei von unserer Theorie erfaBt. 


A. Die Intensitat des Streulichtes. 
Das elektrische spit p 


ae A Eo =) a,,E.,e'*", (52) 


hat ee ee 
v 


welches durch die mit der Frequenz — ein- 


fallende, linear polarisierte Lichtwelle € in den 
. “ . ‘ _s . Fig. 3. Zur Diskussion des Streu- 
einzelnen Teilchen induziert wird, ruft ein jo. “Shene ek ee 
elektromagnetisches Wellenfeld hervor, fiir  malen,Ebene£, 1 Blickrichtungr. 
. a . o i (0) = 
dessen elektrische Feldstarke in gréBeren Ab- 1" Fn lest 5”, ©, und Knoten 
om r nos linie f (= Schnitt von E,, und E,), 
standen (W ellenzone) gilt : in E, die Analysatorstellung q. 
=< (E ©,), v= (n, rt), 
g=<(t,q), v =X (*e, b). 


2 
gE; = 3 [rp] r]. 
Das so entstehende Streulicht werde vom Endpunkt des Vektors r aus 
mit einem Analysator A betrachtet. Wir fiihren einen Einheitsvektor q 
senkrecht zu r ein, der die Durchlassigkeitsstellung von A beschreiben 
soll (vgl. Fig. 3). Die Intensitaét des durch A hindurchgehenden Lichtes 
ist dann durch das Absolutquadrat der Projektion von &; auf q gegeben 


[Esq]? = 2 pal. (53) 


za 2 

Nun betrachten wir ein Volumen V, in dem sich NV Teilchen be- 
finden mégen. Da wir die Schwankungen der einzelnen Teilchen als 
unabhingig voneinander ansehen kénnen, ergeben sich im Mittel keine 
Interferenzen zwischen den Streuwellen der einzelnen Teilchen. Die 
gesamte Streuintensitat J;,, die durch A hindurchtritt, ist daher gleich 
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der Summe der Streuintensitaten der einzelnen Teilchen 


und in geniigend groBer Entfernung von der ,, Wolke“ sind die Abstande 7, 
ungefahr gleich einem mittleren Abstand r: 


An Stelle der Summe iiber alle N V Teilchen kénnen wir den Konstella- 
tionsmittelwert unter Beriicksichtigung der statistischen Orientierung 
durch das Magnetfeld setzen, wenn wir noch mit NV multiplizieren 


4 ae 
Jsq= aa NV |p af. (54) 


Yr 


Zur Berechnung der GréBe |pq)?=/ |\pq)?d¥ beriicksichtigen wir 
Gl. (52) 


lp q/? = 2, Sus a Tp 19 Ip Hoe 


7 


— wobei af, der zu «,, konjugiert komplexe Tensor ist — und transfor- 
mieren nach Gl. (13) die Vektoren q und ©, vom teilchenfesten Koordi- 
natensystem auf das raumfeste. Somit ergibt sich 


ip q|? =C > : 2 On» Eo qj Exo 9; Eno ek ok abla (55) 
“,¥,0,0 i,k, l,m 
mit 
Crivekotam = J Cui Crk Cot Com &(V) aQ. (56) 


Das Problem der Berechnung des Streulichtes ist damit auf die Be- 
stimmung von U,; y4o1,0 zuriickgefiihrt. Da diese GréBe in allen vier 
Indexpaaren symmetrisch ist, d-h. U,; ¥4,61,0m = Ube, ni,ot,am=""*» Tedu- 
zieren sich ihre 38= 6561 Komponenten auf zunachst (*°*4>') = 495 ver- 
schiedene, von denen jedoch 415 GréBen bei der Integration iiber p und p 
zu Null werden. Bei der Bestimmung der restlichen 80 Integrale ist die 
Integration tiber m und y elementar, wihrend die Integration iiber # Li- 
nearkombinationen der in Gl. (34) eingefiithrten Funktionen ®, (u; v) 
(0 =0,..., 4) ergibt. Da wir uns mit kubisch-kristallisierten Materialien 
beschaftigen, bei welchen nach Gl. (29) %,,, nur Diagonalglieder besitzt, 
benétigen wir lediglich die Komponenten von Ui vk.ot,om> fir welche 
«=v und o=o ist, wodurch uns von den 80 GréBen nur noch 54 zu 
interessieren brauchen, Fiihrt man die folgenden Linearkombinationen 
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der ®,(u; v) mit geradem Index ein 


2 
Ky = 753%. +20, +39) K,= = (®, + 229,44, 
2 2 
K, =" (P)+2%,—30)  K,=* 36,—20,—®,) 
2 =? 
K, = > (®, — 29, + ®,) K, == (©, + ®,) (57) 
K,=222(6, —,) K,= 7 (—®, + 10%,—9,), 
eo hate F 
3 


die so normiert sind, da8 sich fiir den Limes H—>0 (d-h. u+>0, v->0) 
ergibt 


K, (0) = —— (A=4,...,9), (58) 


Uy1,21,21,21 = Yys,y1y1,91= |. Uni 121,21 = 
U, =U, oe fh U, as 
Sawa 8.o2— Hys.9s yee 2 22,22,22,22 — 
= T — a 
U4, x1,22,x2 ar Uy1 y1,y2,¥2 a Ky U;1,21,22,22 = Ky 
Oe4 x1,.23,28 = Uy1,y1,y3,¥3 = K O24, 51,23,23 = 
U ei = 2 U ae 
42,%2,%3,43 ~ “v2, ¥2,y3,¥3 22,22,23,23 ~~ 
Uys, x3,x3,x3 = Uys, y3,¥3,¥3 = 3K; U.3, 23,23,23 = 3K; 
U,1,21,21,21 SS Uy1,y1,21,21 St K Use 21,y1,91 K 
= 2 1 
Uys x2,22,22 al Uye y2, 22,22 at Ue 12,2, y2 = 
~ r a ~ 
Uz 3,43,23,23 = ¥3,y3,23,23 — Ky, Urs, x3,y3,y3 = Ky (59) 
Uey,x1,22,22 = Uy 91,435,525 — Us1, x1,¥2,92 = 
2 2 ? , a a? ? 7 - 2K, ur , , ia PASE 
Uze,x2,21,21 = y2,y¥2,21,21 — £2,223, 91,91 — 
T a —— 
Uz1, 21,23,23 = Uyy y1,23,23 = 2K U1, 1,y3,73 = 
U, =U = - U, = 
£2, 42,53,23. “y 2,9 2,223,273 — 42,42,93,y93 — 2K. 
iN 
T ae 2 = mel 
U,3,x3,21,21 =, Uy3,y3,21,21 -- K Ux5, 43,y1,y1 = 
U, = U, iene U, = 
vere £2.58 ~) “pa.g3 28 25 — 43,%3,y2,y2 — 
== ATT =) Se LeNd cel 
Uy y,x2,21,22 re Uys, y2.21,22 a4 } Ky Uz1,22,y1,y2 = 3K, 
y T — imum 
eisée, 21,29) — Uy1,y3,21, 73 = | LK Uy1,43,y1,73 = LK 
> her ae f — 5 thy U 2. (ee bbe 
Uxe, x3,22,23 i y2,V3,22,23 — 42,%3,Y2,Y3 


Die restlichen, uns nicht interessierenden 26 Komponenten sind Linear- 
kombinationen von ®, und @,. 
Um die Summationen in Gl. (55) auszufiihren, summieren wir zu- 


erst iiber uw und @ 
* 
Linim =C 2 Suu %oo U5, ukelom: (60) 
1,0 
20" 
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wobei Lem =Lhiim = Gami=Thimt gilt. Die Summierung iiber die 
restlichen Indizes 7, k, 1, m liefert das Ergebnis 


|pq/? =Q (qi Exo ss gz E30) + 029% E3o+ Q3 91 92 E19 E20 + 
+ 0493 E30 (E10 + Y2E 20) + Os (G1 £ 20+ G2E 10)? + 
+ Qs (41 E30 + 9s E10)? + (G2Es0 + 93 E20)*) 


Darin sind die Q, Funktionen von wu, v und «,,,, namlich 


|. (61) 


=F = § [ay2(3 + 25.+ 354) + 

+2a,,(1+2S, —3S,)+3a,,(4—25,+S,)] 
Q2 = 1333 Be ere ae a Ss 
Qs = 2Ihi22 = $ [a,,(1 + 6S, + Sy) + 


2a,; (3 —2S,— S,4) = a. (4 4 2S; sa S,)] (62) 
Q4= iiss + So311 = 4@7,(4— 5) +4, — 4+ 2S,) zi 


+ @,,(Sp— Sy) 
Q5=ias = (@,, —24,, + @,,) (1 — 2S, + S,) 
oF = I} 313 =} (4,, — 24,, + @,;) (Sy — S,) 


wobei die reellen GréBen 


ZA yy = yy Xpy + Oy Lyy (63) 
eingefiihrt wurden. 

Durch die Gl. (61) und (62) ist in Verbindung mit Gl. (54) das Streu- 
licht als Funktion der einfallenden Welle €, der Analysatorstellung q 
und des homogenen Magnetfeldes $© bestimmt. Dabei wurde voraus- 
gesetzt, daB das Material der Rotationsellipsoide kubisch kristallisiert 
ist. Uber die relative Lage der Vektoren ©, q und § wurden bis jetzt 
noch keine Annahmen gemacht. 

Ist kein Magnetfeld vorhanden (fehlende Orientierung), so ist Sy = |} 
und S; = 4 und die Gl. (62) gehen iiber in 


Q10 = C20 = is (8 ay, + 4a,,+ 34,,) 
Qs0 = Cao = i's (12a,,+ epee (64) 
Qs0 = Oso = is (Q,5 so 2a,; + a, ,). 


Im anderen Extremfall vélliger Orientierung der Teilchen ist S; = S,= 
und damit wird 


a 
Qsco = 2Ays, Qaco = 24,, (65) 
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Sind die Teilchen kugelférmig («,,= y=, =a), so ergibt sich das 
selbstverstandliche Ergebnis, da8 das Streulicht von H unabhangig ist : 
Qc = Grn =aa* | 

Osx = Qax = 200* 


Osx =Qsx = 0. 


(66) 


B. Das Streulicht im transversalen Magnetfeld. 

Zur Beschreibung unserer Experimente (I) werde jetzt der Fall be- 
handelt, in welchem das Magnetfeld § senkrecht zur Wellennormalen 1 
des einfallenden Lichtes steht. Wir legen die Wellennormale wieder 
parallel zur x,-Achse, so daB E,=0 wird, wodurch sich die Gl. (61) zu 


pq]? = Q, 93 Exo + Qo 93 E30 + 249293 E20 Esq + 
+ 0591 E20 + Qe [Gi E30 + (72 E39 + 93 E20)”] 
vereinfacht. Fiir die Diskussion des Streulichtes fiihren wir die in Fig. 3 


wiedergegebenen Winkel ein. Dadurch erhalten wir fiir die Vektoren 
t, € und q die Komponentendarstellung 


67) 


x,=rcos?’ 


t=) *,—rsin#’ siny’ 
%3 = — rsin’# cosy’ 
E,9=0 
G = } Foo = Eq cos (p’ + 7’) (68) 


E39 = Eysin (y’ + 7’) 
g, = sin #’ sin g’ 
q={ g.=—cosy’ cosy’ —siny’ sing’ cos’ 
93 = sin p’ cos gy’ — cos yp’ sin gy’ cos e’. 


Es mégen nunmehr die Spezialfalle behandelt werden, die sich durch 
besondere Wahl der Richtung des einfallenden Lichtvektors ©), der 
Beobachtungsrichtung t und der Analysatorstellung q ergeben. In den 
Tabellen 1 bzw. 2 sind die verschiedenen Moglichkeiten zusammen- 
gestellt, die sich ergeben, wenn das einfallende Licht parallel bzw. senk- 
recht zur Magnetfeldrichtung schwingt. Im besonderen sind auch die 
Spezialfalle vélliger Unordnung und vélliger Ausrichtung der Teilchen 
sowie kugelformige Partikelgestalt angegeben. Dabei wurden die Ab- 
kirzungen ; ; 

\4 2 q_ 8 (2x 2 
A=(%) <i und A=" (2") NVES 


eingefiihrt. 


[G67 +9 2809 (°6 — *G)] vy = (0 =,A) ty riozyeshyeuy suyO 


= a io 0 Gi 2809 2 %| 7 ujssny 
: = g| "| p= = /G-_809 ,| **0| p = CO + WH 
y= OBA pr me 0975 by me Of- py ae oN irr 
ype ae es Ton ? t : _ [jotzeds 
or= (= = i) ni ‘Ov= —= ih) - "Ov = (o=m) TSF °6 +.,4 2809 (6 —*B)} ry = 
c 
(= = rm) mes Tb (0= 4) web (0 = 4) (& ‘u) Tb (2 mos b) ((y “U) |) b 


E. Fick 


Ey | 


lly | olf | Gl**| + s|**0| 2) © 
| 4 | :]perzods 
upsny | co < @y 0<+@H | ‘P67 +O) v= 
0 0 
Ap op gus (a) Sf f f= "*Sf — :apusuayumayg oyurese5 
uz ug 
9 ” ae 
("Oz + (12800 4,800 + hems) ((G — "Ol v= dS f ~ = Sf :10qwsApeUY aUyO 
pT 


[°S + (°6 — *G) 85) y= (a) Sf 


3 (0 an OB Bas Vek A) (oy |S) apgaqvr 
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802 z\2| F = = 2/2| K= = upasnyy 
(#800 z, **®| = Om sly = o> 0° < oH 
ey “Oy = oh oe Ore 0<@H 
fe = = a ——|- ; , oe cm ic __| stietzeds 
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: a ee ae A aot 
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ee ne ee nn nee SIRIUS aaEE Cnn a eae aia SaaS San ISTE 
2 Zs, XX £ 
z 2 V A peor V (5 tiny { 2 LQ T) 
& t :tjorzeds 
upesnyy | OO < wyH 0+ @H 


[9c + (,g809 ,h guts + 809) (% —"B) +. as (OG — *O)l¥ = @) PL 


19 + 96 + 'OlK “sae 1 [FBPSUSPUTNAIYS opUresay 
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Fiir den Depolarisationsgrad A des Streulichtes ergibt sich fiir eine . 
Beobachtungsrichtung ri n(9" a =} bei &,!! 6 mit 


v= 

bzw. A : | (69a) 

(0) - ek Be bel 3 _ 

r1 6: Ally a €: ar 0» | 
und bei &, | mit 

bzw . (69b) 

| rL Ho: A} a) aN ar 

e . == Je, ¢=5 Oe" 


Bei vélliger Orientierung verschwindet also die Depolarisation A (v' = = 
und A+(y’=0). 

Ist das einfallende Licht unpolarisiert, so erhalt man das zugehGrige 
Streulicht durch Mittelung iiber 7’, was darauf hinauslauft, daB man 
zusammengehorige Ergebnisse der Tabelle 1 und 2 addiert und durch 2 
dividiert (Tabelle 3). 


Tabelle 3. Einfallendes Licht ist unpolarisiert; Intensitat J = E?. 


1 | ; ek : ; 
ISq() = , USq + J5q) = > [at (Qs— Qs) + 93(Q1 — Qs) + Qe + el 
also z.B.: 
Ohne Analysator: 


A ; “oe hs : 
I? (r) = = LQ; (cos? yp’ + sin? y’ cos? #) + Q, (sin? y’ + cos? y’ cos? #) + 20¢] 
Gesamte Streuintensitat: 


re) A. ‘ 
a so [Q, + Qs T Qs r 3 Q¢), 


H.0 H™ - 6 | Kugeln 


speziell: j / 
24 2 4} 
3 (2 | a»? 4 a, |*) (lore |? + \@2/") | A |o|* 
usw. : 


Fiir unpolarisiert einfallendes Licht betrigt also die Depolarisation 
(r_Ln) bei 


1) 
rl GO; a°(y'=0) = (= _ Ww+% 
v=o 


iA ‘i Q + Q. J 
bzw. bei o (69c) 
rb GM: AP |p" = _ (=) — M+ Q : 
2/ Js; w= Q.+ Q, 


Beide GréBen verschwinden bei vollstandiger Orientierung. 
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C. Die Polarisation des Lichtes, hervorgerufen durch anisotrope, 
konservative Absorption. 

Durch die seitliche Zerstreuung des Lichtes erleidet der durchgehende 
Lichtstrahl eine (konservative) Absorption. Diese ist in einem trans- 
versalen Magnetfeld fiir parallel und senkrecht schwingendes Licht ver- 
schieden. Nach Tabelle 1 bzw. 2 erhalt man fiir die gesamte Streuinten- 
sitat eines Volumelementes mit der Lange dx und dem Querschnitt 1 


3 ges = ** (5*)' N (Qs + 20) J ax 
Re Ay 
bzw. 
82 (22\*% a; 
@ J 550s = = = N(Q,+ Q5s+ Qe) J 4x, 


\ Ao 


woraus sich fiir die Absorptionskoeffizienten ergibt 


isi = "F(Z N (+20) | 


3 fo | 


82 (27 \4 a7 (70) 
hs. = 8 (28) N(Q, + 0 +04)-| 


Damit folgt nach Gl. (I.4) fiir die Polarisation des durchgehenden Lich- 
tes, bedingt durch Streuung 


| R= Fa [(3 Salus) —4) Re] | (71) 


mit der dimensionslosen GréBe 


5 > , , 
Rs = C5, LNV3 (laz.|* — loz 7). (72) 


4 
“0 


D. Vergleich der Formeln fiir P, und P,. 

Die Polarisation P; hat beziiglich der magnetisch-thermischen 
Glieder dieselbe Gestalt wie P,;. In beiden Fallen tritt der Term 
3 S,(u; v) —1 auf. Das diesbeziiglich oben (Abschnitt 4D) fiir P, Gesagte 
gilt also auch fiir P. 

Das das optische Verhalten beschreibende Glied Rs ist von Rk; etwas 
verschieden. Beide GréBen sind proportional der Anzahl der Teilchen 
im Lichtweg, aber weil R, durch den metallischen Charakter der Teilchen 
bedingt wird, ist R; ~/,*, wahrend die GréBe Ks, die auch bei rein di- 
elektrischen Partikeln stets vorhanden ist, zu A; 4 proportional ist. Das 
hat allein aus Dimensionsgriinden zur Folge, daB einerseits Ry ~Vr, 
andererseits aber R; ~ V7 ist. Im Abschnitt 4D wurde nachgewiesen, 
daB die Differenz der Imaginarteile 3(«,,—«/,) [und damit R,| im 
allgemeinen, d.h. auBerhalb des Kreises K, positiv ist. Auf analoge 
Weise la4Bt sich fiir die Differenz der Absolutquadrate |a;,|?—|or.|?, 
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d.h. also auch fiir R;, zeigen, daB sie in demselben Gebiet der ¢-Ebene 
positiv ist. Sowohl konsumptive Absorption als auch Streuung liefern 
einen positiven Dichroismus. 


Wegen der Additivitat der Absorptionskoeffizienten ergibt sich die 
gesamte Polarisation P zu 


P=%g[(35S,—1)R] mit R=R,+Rs. (73) 


Bei kleinen Polarisationsgraden, wie sie im Experiment auftraten, laBt 
sich der Zq entwickeln: 


P w (3S,—1)R. (74) 


6. Zusammenhang zwischen Theorie und Experiment. 


Man kann nicht erwarten, daB die Gréfe der Polarisation des durch- 
gehenden Lichtes, die sich nach Gl. (73) berechnet, mit den experimentell 
gemessenen Werten in (I) iibereinstimmt, da unsere Theorie in optischer 
Hinsicht auf Teilchen beschrankt ist, die kleiner als die Lichtwellen- 
lange A sind, wahrend die im Experiment verwendeten Partikel von der 
gleichen GréBenordnung und gréBer als A waren. Bevor wir jedoch hier- 
auf naher eingehen, mégen zunachst die magnetischen Verhaltnisse 
untersucht werden. Man kann den magnetischen Teil vom optischen 
getrennt behandeln, da sich die Polarisation als Produkt von einem 
magnetischen (3S,—1) und einem optischen (R) Term ergibt. In 
magnetischer Hinsicht werden die theoretischen Formeln auch quanti- 
tativ das Experiment richtig beschreiben, weil ja diesbeziiglich keine 
wesentlich einschrankenden Voraussetzungen gemacht wurden. 


A. Die magnetische Abhangigkeit. 


Nach experimentellen Untersuchungen von R. Haut und T. ScHoon [8] 
besitzen die spontan magnetisierten Elementarbezirke von y-Fe,O, eine 
ungefahre Lineardimension von 40 A und damit ein Volumen von rund 
10-1 cm’. Unsere experimentell untersuchten Teilchen von 10712 cm’ 
enthalten daher etwa 10’ Wersssche Bezirke und kénnen daher nicht 
als Ganzes spontan magnetisiert sein, Es hat also seine Berechtigung, 
wenn wir von einer Suszeptibilitat des Teilchens sprechen. Die reversible 
Suszeptibilitat y ist nach R. Gans (5) lediglich eine Funktion der An- 
fangssuszeptibilitat y,, der Sattigungsmagnetisierung M, und dem Or- 
dinatenwert M, von dem das reversibel durchlaufene Geradenstiick in 
der M, H-Ebene ausgeht. In der Fig. 4 ist y/y, als Funktion von M/M, 
dargestellt. Die Magnetisierung M kénnen wir annahernd der GréBe M, 


und diese gréSenordnungsmabig der Remanenz My (4 M,) des Teil- 
chenmaterials gleichsetzen. 
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Um die magnetische Abhingigkeit der Polarisation des Lichtes zu 
ermitteln, werde jene Feldstirke bestimmt, die einen bestimmten Pro- 
zentsatz der Sattigungspolarisation P,, hervorruft 

5 == 3 Sa—1). (75) 
Da nicht nach dem absoluten Wert der Polarisation gefragt wird, geht 
die optische GréBe R nicht ein, und es kann so die Theorie mit dem 
Experiment verglichen werden. Die 
Funktion S,(w; v), die den magneti- 
schen Teil der Polarisation be- 
schreibt, ist im Anhang (Fig. 9) 


0 @G2 OY 06 08 10 
sabi este 


Ms 


Fig. 4. Fig. 5. 


Fig. 4. Verlauf von 7/7a als Funktion von M/Mszg nach R. Gans [5]. 


Fig. 5. Die Feldstarken H; (gestrichelt) und H,; -(ausgezogen) als Funktion des Achsenverhiltnisses a/c 
(T = 293° K, Vr = 10-* cm*). a) 50% Fe + 50% Ni: 7 = 150, Mp = 550 G. b) 100% Fe: x = 50, Mp = 650G. 
¢e) Stahl: y= 15, Mp =800G. d) y-Fe,0O,: 4=0,04, Mp=20G [9]. e) Die Kreise entsprechen 
den experimentellen Untersuchungen an y-Fe,O,-Teilchen (I, Fig. 5). 


dargestellt. Eliminiert man aus w und v in Gl. (27) die magnetische 
Feldstarke 


v=Ax?, (76) 
so findet man fiir 
= Oe. Pek VAI YL Wale W. 
Aas (ie) tee OM). 7 


Fiir ein bestimmtes Teilchenmaterial und vorgegebene GréBe und 
Gestalt der Partikel l4Bt sich also der Wert von A berechnen. Bringt 
man nun in Fig. 9 die Linie v= Aw? mit den Kurven S,(u;v) zum 
Schnitt, so erhalt man fiir einen vorgelegten Bruchteil P/F, dh. 
nach Gl. (75) fiir ein bestimmtes S,, das zugehorige « und damit 
das gesuchte Magnetfeld 

Oey i ee (78) 

Vr. My 

In der Fig. 5 sind die so berechneten Magnetfeldstarken, bei denen die 
Polarisation des Lichtes 5 bzw. 95% des Sittigungswertes betragt, in 
Abhangigkeit vom Achsenverhaltnis a/c fiir verschiedene Materialien 


399 E. Fick: 


aufgetragen (T= 293° K, V; = 10°? cm®). Bei geringer Suszeptibilitat, 
wie sie etwa bei y-Fe,O, vorliegt, ergibt sich fiir die Feldstarken ein 
nahezu horizontaler Verlauf, denn fiir y->0 verschwindet A und H® 
wird von a/c unabhangig. Wenn wir das theoretisch gefundene Ergebnis 
mit den experimentellen Werten (nach I, Fig. 5) H; bzw. Hg;, die in 
Fig. 5 durch Kreise wiedergegeben sind, vergleichen, so k6nnen wir in 
magnetischer Hinsicht von einer guten quantitativen Ubereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment sprechen. Fiir alle Materialien erfolgt 
der Abfall der Polarisation von 95 auf 5% innerhalb von 1 bis 2 Zehner- 
potenzen der Feldstarke. Bei Teilchen mit groBer Suszeptibilitat (z. B. Fe) 
ist eine starke Abhangigkeit vom Achsenverhaltnis vorhanden. Im 
anderen Extremfall dia- und paramagnetischer Substanzen (MM, —=0; 
|y|~10-§; A=oo), in dem S,(u=0;v) maBgebend ist, tritt an 
Stelle von Gl. (78) 
kT 1 


Ho — 2° (79) 


Vr (N,— NDZ ’ 
wonach sich zur Erzielung eines Polarisationseffektes 10° bis 10% Oe (bei 
V>~10-" cm’, T= 293° K) als nétig erweisen. Damit ist das Fehlen 
einer Polarisation durch ZnO-Rauch bei 5000 Oe, wie in I festgestellt 
wurde, verstandlich. 


B. Die optische Abhdngighkeit. 

Der Wert der Sattigungspolarisation P,, = Iq(2R), der sich aus den 
Gl. (48), (72) und (73) berechnet, stimmt wegen der in dieser Theorie 
vorausgesetzten sehr kleinen TeilchengréBen mit den experimentell ge- 
messenen Werten (I, Fig. 5) nicht tberein. Wir kénnen jedoch — ins- 
besondere im Hinblick auf die folgenden astrophysikalischen Anwen- 
dungen — unsere experimentellen Ergebnisse zur Einfiihrung einer 
effektiven GréBe R,; beniitzen, die die optische Seite des Polarisations- 
effektes fiir Teilchen der in (I) vorliegenden Dimensionen beschreibt. 
Aus Gl. (1.6) und PR, ~2R._ folgt Reg=725E,, so daB man fiir die 
Polarisation erhalt 


P = 725 (3 S,—1) E, (EZ, in cm). (80) 


7. Anwendung auf die Polarisation des Sternlichtes. 


Die partielle lineare Polarisation, die das Sternlicht durch die inter- 
stellare Materie erfahrt, ist proportional dem Farbexze8 und zwar gilt, 
wenn man diese astronomische GréBe auf E, umrechnet [vgl. Gl. (I.8)] 


Foaee = S00 EF, (Ey in cm) ‘ 
Aus Gl. (80) ergibt sich damit 
Sy (u ) V)astr = 0,56, (81) 
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d.h. die Polarisation des Sternlichtes betrigt 34% der Sattigungspolari- 
sation. Welche Schliisse kénnen wir hieraus auf die galaktische Feld- 
starke ziehen? Die GréBen u und v enthalten neben TeilchengréBe und 
-gestalt das Magnetfeld, die Temperatur und die magnetischen Material- 
konstanten y und M,. Um magnetisch verschiedene Teilchen gleicher 
GroBe (Vy =10 cm$) und Gestalt (c/a=8) diskutieren zu kénnen, 
wollen wir annehmen, daB 
deren optisches Verhalten 
ungefahr dem des y-Fe,O, 
entspricht, so daB wir mit 
demselben R.,, und damit 
mit dem gleichen Zahlen- 
wert in Gl. (80) rechnen 
k6nnen. 

Unter Beniitzung von 
Gl. (77), (78) undder Fig.9 , 
ergibt sich aus S,=0,56 | 7 
fir H/T die in Fig.6 £° 
wiedergegebene Abhan- § ,,+ 
gigkeit von der Suszepti- 
bilitat, wobei die perma- 
nente Magnetisierung und 
die Temperatur als Para- 
meter die verschiedenen ww 
Kurven _ kennzeichnen. 
FaBt man _ ein _ festes sg P 
M, (= 0) ins Auge, so ist pe OEE, 10 107 107 
bei nicht zu hoher Tem- | Sores 
peratur und Kleinem z der 7.6, A 5-056 beter ro HIT Fate 
Wert von H/T unab- als Parameter. 
hangig von TJ und x. In 
diesem Fall ist namlich A so klein (<10~*), daB man mit der Funktion 
S, (uw; v-0) rechnen kann, so daB die GréBe uw eine Konstante (3,15) 


wird: 


: H® 3,15°R 8 
are ; 2 
lim ( ‘5 } V7 M, (82) 


Bei gréBerem 7 macht sich die Entmagnetisierung fir , hohe‘ Tempe- 
raturen durch einen Abfall von H/T bemerkbar, wahrend sich fiir 


,niedrige’‘ Temperaturen ein Anstieg ergibt (10°°< AAO, Die 
Kurven nahern sich fiir groBes 7 (A > 108, u 0, 0 2,35) dem Grenzwert 


tea Fr) = Vora » 


Lao 
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Dieser Limes ist um so groBer, je mehr das Ellipsoid Kugelgestalt besitzt 
(N, ~ N,). Liegen sehr diinne Nadeln vor (N,—>0), so geht der Grenzwert 
gegen Null. 


Fiir verschwindenden permanenten Magnetismus (Dia- und Para- 
magnetica, ideal weiche Ferromagnetica) wird fiir alle Suszeptibilitaten 
A=oo, Die zugehdrigen Kurven sind in Fig. 6 gestrichelt eingezeichnet. 
Sie nahern sich fiir groBes 7 ebenfalls dem Limes (83). 


Die magnetischen GréBen M, und zx sind von der Temperatur Try 
im Inneren des Teilchens, die man fiir die interstellare Materie etwa zu 
3 bis 10° K annimmt, abhangig. Nach HARRISON [7] nimmt die Rema- 
nenz und Koerzitivkraft in ungefahr derselben Weise wie die Sattigungs- 
magnetisierung mit abnehmender Temperatur zu, so daB man dasselbe 
Verhalten auch fiir M, erwarten kann. Wegen der hohen CurteE-Tempe- 
raturen werden jedoch die Werte von M, bei tiefen Temperaturen nur 
wenig gréBer sein als bei Zimmertemperatur. Wahlen wir als obere 
Grenze von M, die Sattigungsmagnetisierung von Eisen und als untere 
die Remanenz von y-Fe,O;, so erhalten wir den Bereich 


20 < M, <1,7-108G. (84) 


Die Anfangssuszeptibilitat betragt bei tiefen Temperaturen nach Mes- 
sungen von KAMERLINGH ONNES und PERRIER [//) etwa ein Viertel 
derjenigen bei Zimmertemperatur. 


Im Gegensatz zu 7; bedeutet die in unseren Formeln auftretende 
GréBe T jene kinetische Temperatur, die der Orientierung des Staubes 
entgegenwirkt. Sie ist im wesentlichen durch die ZusammenstéBe der 
Staubteilchen mit dem interstellaren Gas bedingt. Besteht zwischen 
Gas und Staub thermisches Gleichgewicht, so ist T die Temperatur des 
interstellaren Gases, wofiir wir in den HI-Regionen etwa 30° K anneh- 
men konnen, Damit erhalten wir fiir die galaktische Magnetfeldstarke H\ 
je nach dem zugrunde gelegten ferromagnetischen Material 


7,5°10°° < Hy < 6-104 Oe F (85) 


Dieser Wert des interstellaren Magnetfeldes hat die heute wiblicher- 
Weise angenommene GréBenordnung. Der von SpiITzER und TUKEY ge- 
fundene, um etwa 2 Zehnerpotenzen kleinere Wert beruht im wesent- 
lichen auf der von ihnen kleiner angenommenen TeilchengréBe. Unsere 
Messungen der Wellenlingenabhangigkeit der Extinktion von langlichen 


Teilchen mit einem mittleren Volumen V;= 107! cm’ berechtigt jedoch 
unsere Annahme. 


om 
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Mathematischer Anhang. 


A. Rekursionsformeln. 
Das elementar nicht auswertbare Integral 


= 


®, (u; v) = J etene ee cos? Hsin bd 8, (0 =0,1,2,...),  (#%v 20), 
das durch €=cos# in 
®, (u;v) = “ae aiid dé 
tibergeht, geniigt der Rekursionsformel 
Dy 
Out i Tt 


so da8 man sich auf die Berechnung der Funktion ®, beschranken kann, da alle 
anderen Funktionen daraus durch bloBe Differentiation nach u entstehen. Die 
Ableitung nach v liefert die weitere Rekursionsformel 


 e® Dy : 
Woe 7 * Petar 
Damit ergibt sich fiir die Funktionen S(u; v) = Peers) 
. D, (u; v) 
GS, @So 
au == Sot — S; So und ae aa So+e — S2 So: 


B. Das Integral D(n). 


Das Integral ®,(u; v) nimmt durch die Substitution § = xs == die Form 
= v 
eo = 2 
GR ow 7 
®D,(u;v) = Vo fe dn 
Hh 


u 
an. Mit den Bezeichnungen f = —— 


s=v(f?+ 1) lauten die Grenzen des Integrals 
2U 


, 


m=Volf—1), m=Volf +1) 
oder 
m=s—4u, Ng =S +. 


12 ; ; 
Wir spalten das Integral f é dy in die Differenz ®(n,) —P(n,) auf, wobei wir 
unter ®(n) die GréBe m1 
" 
(n) = fe” dy 
0 . 
verstehen wollen. Da diese Funktion offenbar sehr groBe Werte annehmen kann, 
ist es zweckmaBig f 
E(n) =2ne-" B(n) 
einzufiihren. Wir werden sehen, da® diese Funktion fiir beliebige 7 den Wert 1 
nicht wesentlich iibersteigen kann (vgl. Fig. 8) und daher fiir die numerische Rech- 
nung mehr geeignet ist. 
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i iert d Ms 
Potenzreihenentwicklung. Entwickelt man den Integranden und integriert dann i 
gliedweise, so erhalt man die konvergenten Potenzreihenentwicklungen 


co Pe 2 4 er 
a9 ) = gl oe | 
D(n) =7 (24 +1) -p! 7 3 1 
p=0 
Lo.@) co 4 
*s = iit ols. ee oe | 
= (n) = ar, Se ot lat” 70 i ie 7 15 f 
p=0 A=0 


Praktisch brauchbar sind diese Formeln nur fiir kleine 7. Im Bereich 0,015 < 1,99 
findet sich die Funktion ®(y) bei JaHNKE-EmpE [10] tabelliert. 


Fig. 7. Zur Abschatzung des Restgliedes Rm. Fig. 8. Die Funktion = in Abhangigkeit von 7. 


Asymptotische Entwicklung. Durch sukzessive Anwendung der Gleichung 


a7 y—** = a (e%* y— Bot) + (20 4 1) eo” y—@et® 


dy|2y Lu ya 2(m+1) °° 
u=0 
wobei | 
ut *... (2K — 
&y = a5 iz! nt) fir p= 1,2,....m, m+1 und e&=4 


gesetzt wurde. Spaltet man das Integral 


" a ” 
fe dy=fe"dy+fe"dy 
0 0 a 


auf und wendet man auf das zweite Integral die eben abgeleitete Beziehung an, so 
ergibt sich die fiir groBe » wichtige Gleichung 


m m " ° 

ev ay ee et a | = ‘ bar 

O lg) = Dia) = — >, ma amy = > en 4 emir fy 2(m+1) gy. 
ued 


“ p=0 a 


Das letzte Glied kénnen wir abschatzen. Wahlt man namlich a so, daB "> a>\m +1 
erfiillt ist, so folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und der Fig. 7 


a = 
2 ney e” y 2 (m-4-1) dy< Sent. en 2(m+1) (n — a). 
a 
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p Fir die fiir groBe » bequemere Funktion 5 (») erhalt man damit die asymptotische 
Entwicklung 


2 m m 
=e - 
_ —»2 é st . ct i 
(yn) =ne_™ | 2d(a) — > ea ars &.n 4 ty 
PC alied ti ao lies a ] m 

“=0 n=0 

mit dem Rest 
—Fp . F 2m—1 
Ym =2ne " Rip SIF 14 Q) a) 


Diese Entwicklung erlaubt, die Werte von =(n) fiir gréBere 7) (> 2) zu berechnen, 
da ®(a) bis zu a=2 nach [/0) als bekannt angesehen werden kann. Der Rest Yo 
wird im Rahmen der erforderlichen Genauigkeit geniigend klein und zwar vor allem 
je gréBer » wird. Fiir 7 >a>1 
kann man das erste Glied wegen 
des Faktors e—" ganz vernach- 
ldssigen und im zweiten Glied ge- 
nuigt es bis m=2 zu entwickeln 


=. 0,5 0,75 
Ei) ~i+— , 


vi " 
In Fig. 8 ist der Verlauf der be- 
rechneten Kurve =(y) ersichtlich. 


C. Die Funktionen S,,(u; v). 

Durch Differentiation von 
@,(u;v) nach « erhalten wir die 
Funktionen ®,(u;v) und damit 


So (mu; v): 


Sy 1 
“iP 
S,=w Ginu — f Fig. 9. Die Funktion S.(#;v) =const mit v= Aw, 
3 * ane F 1 
S, = w (Coj « — f Sin) + if 7 
S Salle es + | Sin u — f Coj u =Pli— 3 
z | u - u 
f ‘ ati pa f 3 
ed ar ay y a ae AS e 1 72/72 6 
He w | (i tt 1) Cof x tf > u 1) ning mall as 
Dabei wurde die Abkiirzung 
ev? 2 (f? — 1) 


w(ui*) = Ga) Om)  GC—-D)@S) — +e" 2m) 
eingefiihrt, die nach dem vorhergehenden Abschnitt als eine bekannte Funktion 
angesehen werden kann. 

Der Verlauf der so berechneten Funktion S,(w; v) ist in Fig. 9 angegeben. Wir 
verzichten auf die Wiedergabe der Funktionen mit anderem Index, da nur Sy in 
die Formel fiir die Polarisation des Lichtes einging. 

Im folgenden geben wir noch die Grenzfalle v= 0 (d.h. physikalisch: ver- 
schwindende Suszeptibilitat) bzw. u = 0 (d.h. fehlendes magnetisches Moment) an. 
Wenn diese auch in den obigen Formeln als Spezialfalle enthalten sind, ist es doch 
einfacher, sie direkt abzuleiten. 
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D. Der Grenzfall v = 0 (u beliebig = 0). 
i; | 
Das Integral f ent £¢q@é laBt sich durch partielle Integration auswerten. Damit 
=I 


erhalt man fiir S, (uw; v= QO): 
Sp =1 
1 
S, = Cig u - 


2 —_ 
Sg == 4, eet arty 


Fig. 10. Die Funktionen So in Abhangigkeit von Fig. 11. Die Funktionen So in Abhingigkeit von 
u fiir v=. v fir «=0. 


Fir w—0 ergibt sich 
SO=t SO=o0, SO=1. SO=0. sos 
wahrend fiir groBe wu gilt 


, 0 
Spi 


In der Fig. 10 ist die Abhangigkeit So (us v=0) dargestellt. 


E. Der Grenzfall u=0 (v beliebig = 0). 
+1, 
Das Integral f e”* 
-1 
, : eet 2 
so lassen ‘sich alle Integrale durch Differentiation von e*@,(u=0; ve) = = @ (Vv) 
v 


£°ds verschwindet fiir ungerades 9. Ist der Index gerade, 


nach v gemaBs der oben angegebenen Rekursionsformel berechnen, so daB® sich die 


S,(u=0; 0) zu 


Sy=1 

S$, = 0 

a c sel 
= (ye) 2u 

S3 = 0 


. 1 3 3 
oie = 
“— E(Yv) (* 7, Y gut 


- 


ergeben. Der Verlauf dieser Funktionen ist aus Fig. 11 ersichtlich, 


, 
, 
4 
f 
$ 
é 
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Herrn Professor Dr. G. HETTNER und Herrn Professor Dr. G. Joos 
danke ich fiir viele wertvolle Hinweise und fiir das rege Interesse, das 
sie der Arbeit entgegenbrachten. 
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Gleichzeitige oszillographische Registrierung von 
Widerstand und magnetischem Fluf fiir Indium- 
Einkristalle im Ubergangsgebiet zur Supraleitung 
bei starker Strombelastung*. 


Von 
WALTHER MEISSNER und ROBERT DOLL. 
(Mitteilung der Kommission fiir Tieftemperaturfcrschung der Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften.) 
Mit 16 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 10. Dezember 1954.) 


Die mit Kriechgalvanometern und éimer Oszillographenschleife aufgenommenen 
Registrierungen zeigen folgendes: 
Die bei langsamer Temperaturanderung auftretenden Anderungen des Widerstandes 
und des den Supraleiter durchsetzenden magnetischen Flusses erfolgen in synchron 
verlaufenden Spriingen. Doch sind die Spriinge bei fallender Temperatur viel aus- 
gepragter als bei steigender Temperatur, besonders bei Belastung mit Strom ohne 
auBeres Magnetfeld oder allein mit longitudinalem Magnetfeld ohne zusatzlichen 
Strom. 
Die Auflésungsfahigkeit der MeBanordnung und die Ergebnisse werden diskutiert. 


Einleitung. 

Der Zweck der vorliegenden Untersuchung war der folgende: Es sollte 
gleichzeitig, was bisher noch nicht geschehen war, der Verlauf der Uber- 
gangskurven supraleitend—normalleitend und normalleitend—supra- 
leitend fiir Widerstand und magnetischen Flu8 verfolgt, und wenn még- 
lich photographisch registriert werden, um Einzelheiten iiber die Art der 
Ubergangskurven fiir Widerstand und magnetischen FluB und ihre gegen- 
seitige Zuordnung zu erfahren. Dabei sollte der Belastungsstrom so 
gewahlt werden, daB auch der sog. paramagnetische Effekt, also eine 
VergroBerung des magnetischen FluBes! eintrat. Die Messungen sollten 
fluxmetrisch durchgefiihrt werden aus folgendem Grunde: Bei Anwen- 
dung der ballistischen Methode ist erstens eine photographische Regi- 
strierung schwierig, zweitens, was besonders schiadlich ist, wird der Ver- 

* Vorliufige Mitteilung tiber das Ergebnis der Arbeit siehe MEISSNER, W.: 
Vorgange in Supraleitern beim Ubergang Normalleitung Supraleitung, Naturwiss. 


41, 437 (1954). Sitzgsber. der Bayer. Akad. der Wiss. 2. Juli 1954. 

1 MEISSNER, W., F. SCHMEISSNER u. H. MEISSNER: Z. Phvsik 130, 521, S290 
(1951); 182, 529 (1952). Phys. Rev. 90, 709 (1953). MENDELSSOHN, bi De 
G. Sgurre u. Tom S. TEASDALE: Phys. Rev. 87, 589 (1952). TEASDALE, Tom §S., 
u. H. E. Rorscuacu jr.: Phys. Rev. 90, 709 (1953). THoMesoN, J.C., u. C. F. 
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lauf des Uberganges durch die MeBmethode gestort. Denn es wird dabei 
das duBere Magnetfeld kommutiert und in einer Induktionsspule, die 
den Supraleiter umgibt ein SpannungsstoB induziert, der mit einem 
ballistischen Galvanometer gemessen wird. Befindet sich die zu unter- 
suchende Probe im Ubergangsgebiet zur Supraleitung, so geht die 
magnetische Feldstirke beim Kommutieren durch Null. Im Augenblick 
des Nullwerdens des Magnetfeldes aber wiirde demselben Zustand im 
Ubergangsgebiet eine etwas héhere Temperatur entsprechen als vor dem 
Kommutieren. Da aber die Temperatur konstant bleibt, wird sich ein 
anderer Zustand einstellen, d.h. es muB ein mehr oder weniger groBer 
Teil der Probe zusitzlich supraleitend werden. Beim Wiederansteigen 
des Magnetfeldes auf den entgegengesetzten Wert beim Kommutieren 
des Feldstromes, wird dann die Supraleitung ebenso in emem mehr oder 
weniger groBen Gebiet der Probe wieder zerstért. Der Endzustand, der 
fiir den jeweils in der Probe vorhandenen magnetischen Flu8 bestimmend 
ist, wird also bei jedem MeBpunkt durch ansteigendes Magnetfeld er- 
reicht, unabhangig davon, ob die Temperatur bei der MeBreihe gesteigert 
oder gesenkt wird. Man kann also auf diese Weise nicht erwarten, ein 
genaues Bild des FluBverlaufes bei stetig fallender oder steigender Tem- 
peratur zu erhalten. Ahnlich ist es bei der Aufnahme des sog. para- 
magnetischen Effektes. Nach der Erklarung, die fiir die FluBverstarkung 
gefunden wurde!, bilden sich auf den Schraubenlinien, auf denen die 
magnetischen Kraftlinien verlaufen, supraleitende Bereiche von Nadel- 
oder Spindelform. Wird nun bei festgehaltener Temperatur und kon- 
stantem Belastungsstrom das 4uBere Magnetfeld kommutiert, so mitissen 
die Schraubenlinien ihren Windungssinn umkehren und es miissen sich 
bei jedem Kommutieren die supraleitenden Bereiche umordnen, so daB 
auch hierbei ein stetiges Fortschreiten der Vorgange bei sich andernder 
Temperatur verhindert wird. Auf diese beiden Punkte wird weiter unten 
bei der Diskussion der Ergebnisse noch naher eingegangen. Ein weiterer 
Nachteil der ballistischen Methode ist folgender: Ist der Widerstand der 
untersuchten Probe schon oberhalb der Ubergangskurve (also im noch 
normalleitenden Zustand) sehr klein, so klingen die beim Kommutieren 
des Magnetfeldes in der Probe induzierten Wirbelstréme nur sehr lang- 
sam ab. Ist die Schwingungsdauer des benutzten ballistischen Galvano- 
meters nicht sehr groB gegen die Abklingzeit der Wirbelstréme, so zeigt 
das Galvanometer den gesuchten MagnetfluB falsch oder sogar tiber- 
haupt nicht merklich an. Das letztere war z.B. bei der Untersuchung 
des paramagnetischen Effektes an dem In-Einkristall der Fall, iiber des- 
sen fluxmetrische Priifung im folgenden berichtet wird. 

Eine andere, von MENDELSSOHN, SQUIRE und TEASDALE! angege- 
bene Methode besteht darin, daB d’e Induktionsspule von der Probe 


1 Siehe FuBnote 1, S. 340. 
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heruntergezogen, und der dabei auftretende InduktionsstoB ballistisch 
gemessen wird. Diese Methode beeinfluBt den Ubergang nicht, hat aber 
auBer den dabei auftretenden technischen Schwierigkeiten den Nachteil, 
daB die Kurven punktweise aufgenommen werden miissen. 


Die Methode der fortlaufenden fluxmetrischen Registrierung wurde 
bereits zur Aufnahme des MagnetfluBverlaufes benutzt!, doch war die 
dabei erzielte Genauigkeit nicht sehr groB. Es gelang uns jetzt aber, 
die Empfindlichkeit auf ein ausreichendes Ma zu steigern. 


1. Proben. 


Die Proben, mit denen die Versuche durchgefiihrt wurden, waren 
zwei zylindrische In-Einkristalle von je 60mm Lange und 4,5 mm 
Durchmesser. Der eine der beiden Einkristalle war durch ein diinnes 
Glimmerblatt der Lange nach. in zwei voneinander isolierte Halb- 
zylinder geteilt und zwar so, daB am oberen und unteren Ende noch eine 
leitende Verbindung von etwa 2mm Lange bestehen blieb und der Be- 
lastungsstrom daher beide Halften durchflieBen konnte. Beide Proben 
waren aus sehr reinem In (99,999°% In) hergestellt. Leider stellte sich 
nach Beendigung der Versuche beim Auseinandernehmen der Apparatur 
heraus, daB der massive Einkristall (offenbar beim Montieren) etwas 
deformiert worden war. Nach den Enden zu hatten sich einige anders 
orientierte, kleinere Kristalle gebildet und auch im mittleren Teil waren 
Gleitlinien feststellbar. Die Orientierung des groBen mittleren, noch 
einkristallinen Teils ist, wie eine optische Achsenbestimmung ergab, 
die folgende: 

Die Langsachse der zylindrischen Probe schlieBbt mit der tetragonalen 
Hauptachse des Kristalls den Winkel 85° und mit den beiden Neben- 
achsen die Winkel 27 und 64° ein. 

Der Versuch mit der geteilten Probe sollte dazu dienen, die Erkla- 
rung der FluBverstarkung durch schraubenférmige Strombahnen noch- 
mals zu priifen. Bei einem geteilten Zylinder ist trotz schraubenférmigen 
Magnetfeldes eine Ausbildung fortlaufender, schraubenférmiger Strom- 
bahnen nicht méglich, also auch keine Verstirkung des magnetischen 
FluBes zu erwarten. 


2. Flupmessung. 

Zur Registrierung des longitudinalen magnetischen Flusses in der 
In-Probe wurde diese in der iiblichen Weise von einer Induktionsspule 
umgeben und zusammen mit dieser in eine Feldspule gleicher Achsen- 
richtung gebracht. Die Anordnung im Kryostaten war die gleiche wie 
friiher beschrieben!. Die Induktionsspule aus Kupferdraht, die die Probe 
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von 0,16 cm? Querschnitt in einer Lange von 50mm umschloB, hatte 
32000 Windungen und eine Gesamtwindungsfliche (mittlere Windungs- 
flache x Windungszahl) von 1,9-104cm®. Der Widerstand der Spule 
betragt bei 4° K etwa 50Q. Eine Anderung des magnetischen Flusses 
in der Probe von ®, auf ®, ergibt in dem angeschlossenen Fluxmeter 
durch den auftretenden SpannungsstoB die Ausschlagsinderung: 


ye — a, = Sup, fu dt = Su, (®, — ®,) (1) 
(Sp ae des Fluxmeters). 

Fur das zeitliche Auflésungsvermégen der MeBanordnung ist erstens 
die Einstelldauer ¢, des Fluxmeters auf einen neuen MeBwert bei sehr 
kurzdauerndem SpannungsstoB bestimmend, und zweitens die durch 
Widerstand R und Selbstinduktion L gegebene Zeitkonstante ft, des 
MeBkreises. ¢, ist gegeben durch 

oye, laze 
2x bt 


(IT, Schwingungsdauer des ungedémpften Instrumentes; } = - 
R,, aperiodischer Grenzwiderstand; Ry, MeBkreiswiderstand). = 

Fiir das verwendete Instrument, ein SIEMENSsches Supergalvano- 
meter, ergab sich bei AnschluB der hochohmigen Spule an die Induk- 
tionsspule mit 7,=7 sec, R,,.=53 kQ und Rx, = 5302 


i = 5,0 °40-* sec, 


Die Zeitkonstante des MeBkreises betragt mit R= 530 Q und L=1,25 H 


Side = — 2,4-10-8sec. 
Daher ist praktisch das Auflésungsvermégen durch dasjenige des Flux- 
meters selbst gegeben. Die Halbwertszeit der Riickbewegung des Flux- 
meters betrug etwa 170 sec. 
Die photographische Registrierung erfolgte unter Benutzung der 
Papiertransporteinrichtung eines SreMENSschen 3-Schleifenoszillogra- 
phen mit einem Papiervorschub von 10 mm/sec. 


3. Widerstandsmessung. 


Fiir die Registrierung des Widerstandsverlaufes der Proben bestand 
eine Schwierigkeit darin, daB der Restwiderstand der sehr reinen In- 
Proben nur 3 - 10-7 Q betrug. Eine direkte Registrierung mit einem Gal- 
vanometer war selbst bei den durch die Versuchsbedingungen geforderten 
hohen Belastungsstrémen von 4 bis 10 Amp nicht mdglich, da Galvano- 
meter geeigneter Empfindlichkeit eine Schwingungsdauer von einigen 
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Sekunden haben und daher zur Registrierung schnellerer Vorgange 


nicht brauchbar sind. 

Es wurde deshalb die in Fig. 1 schematisch dargestellte MeBmethode 
benutzt : 

Parallel zur In-Probe mit dem Restwiderstand R, , in normalleitendem 
Zustand ist eine Spule L, aus bei den Versuchstemperaturen stets supra- 
leitendem Pb—Bi-Draht in Serie mit 
dem konstanten Kupferwiderstand Ry 
geschaltet. Durch diese beiden par- 
allelen Zweige wird der konstant ge- 
haltene Strom J,= J,+ Jo geschickt. 
R, begrenzt den Spulenstrom bei nor- 
malleitender In-Probe auf J, = 34 Jo. 
Sinkt nun bei Eintritt der Supra- 
leitung R, auf den Wert Null, so fallt 


Fig. 1. Experimentelle Anordnung zur flux- = aes r 
metrischen Aufnahme der Widerstands- auch Js auf Null ab. Es ist mit 


anderung des Indium-Einkristalles. 
: J; R, = Js Ry 
= J, Ry — J Js : Js Js J; ) 
k= == i. aS 1 2B 
. Iva S Vale i! A, i) J B) 
oder 
AR, =4J, {4422 +43(AP +4 yd | 
ees 6 i aw Rand 9 oe es 4) 


In erster, oft geniigender Naherung ist also R, proportional J, und AR, 
proportional A J,, da J, nach Voraussetzung héchstens 3 J) betragt. 
Eine Anderung von R, um 4 R, andert nun auch den von J, in der Spule Ly 
erzeugten magnetischen FluB um einen gewissen, 1 /, proportionalen 
Betrag A®, der durch eine Induktionsspule L, mit angeschlossenem 
Fluxmeter F gemessen wird. Dabei wird die Ausschlagsinderung des 
Fluxmeters nach (1) und (4) 

Aa=AAR;; (5) 
Die elektrische Bemessung des Fluxmeterkreises war die gleiche, wie 
sie fiir die FluBregistrierung bereits angegeben wurde. Das Fluxmeter 
war ebenfalls ein Siemens-Supergalvanometer. Die Beziehungen (3) mit 
(5) gelten nur fiir den stationaren Fall. Um das zeitliche Auflésungsver- 
mogen der MeBanordnung zu finden, muB man die Differentialgleichun- 
gen fiir die Stréme J, und J, heranziehen. Die Differentialgleichung des 
ersten Kreises der Fig.1 lautet mit R,=R und J,= J,— J, 


d Jy dJy | 
Ly dt + Ly rr ay Jy(Ry + at) = JyR =U; (6) 
diejenige des zweiten Kreises 
d J. aj, 
beay TEs gy + SR =0. (7) 
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Aus (6) und (7) folgt 


dj, (EgL,—L3,) , J (A, + R)L3+ RL] , 
dt j aa : re. is | 
Kartnkty a: (8) 
(R, + R) | Jyat =— /,R, 
darin ist ea 
—Jhdt=9 (9) 
die vom Fluxmeter registrierte GréBe. Ferner ist nach (9) 
. d es 
—jJ;=¢ und — = =, (10) 


mit (9) und (10) wird aus (8) 


P (LyLy — Ls) +p (R, + R) Ls + Rs Ly) 
iz 


“23 Los 


sour R 
+ (Ra +R) St p=JoR. (11) 


Damit ist R als Funktion von @ grundsatzlich gegeben. 

Die Diskussion von (11) ergibt, daB unter Beriicksichtigung der im 
vorliegenden Fall vorhandenen Werte R,=6-10°Q, R,;=530Q, 
to—4,2-10 ° H, £.=—1,25 H, £,,=—8,6.-10* H, statt (11) in geniigen- 
der Naherung gesetzt werden kann: 


(oz +g) +Be+ Bo +-1= BR | 
2 ; e . a | ake (12) 
FE ping POs) 


Mit Hilfe von (12) kann der Verlauf von R aus der registrierten Funktion ~ 


berechnet werden. In erster Naherung ist R proportional qg, falls @ oa 
klein ist gegen @. 3 

Der ungiinstigste Fall ware der, daB R springt, z.B. fir t=0 von 
R=0auf R=R,. Dann ist die Lésung von (12), wenn man den Faktor 


14+Bop+(Pq)?+---] =1 setzt: 


La3Jo R I, = =) A [, = zi ‘| (13) 
et le . 
Im vorliegenden Fall ist die Zeitkonstante 2 = 0,2 sec. Infolgedessen 


hat im ungiinstigsten Fall, d.h. beim Sprung von R, m den Wert AR, 


5 ; ; +4" Pay reer, 
nach 0,4 sec bis auf 14% erreicht. Das Glied Fist also zu vernach- 
2 


lassigen, falls die Anderungen von F& langsamer als in etwa 0,5 sec er- 
folgen. Das ist bei langsamer Temperaturanderung meist der Fall. 
Springt R nicht auf R,, sondern auf einen Zwischenwert R,< R, und 
steigt dann langsam weiter, so ist der Anstieg von ¢ nicht exponentiell, 
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da R auf R, in der Zeit At=0 springt, so daB in den Verlauf von g auch 
der Verlauf von R nach Erreichen von R, mit eingeht. 

Wir haben die Frage der Auflosung eingehend untersucht, da sie wohl 
in friiheren Veroffentlichungen anderer Autoren nicht immer geniigend 
genau diskutiert wurde. In manchen Fallen, wo Elektronenrohrenver- 
starker und dergleichen benutzt wurden, was wir bewuBt vermieden 
haben, diirften Tauschungen durch Eigenschwingungen der Verstarker- 
bestandteile und dergleichen méglich sein. 

Nicht erfaBt werden durch unsere Registrierungen Anderungen von 
FluB oder Widerstand, die so rasch aufeinander folgen (rasche Schwin- 
gungen), da aus den registrierten Amplituden, die ohne Korrektionen 
gegeniiber Amplituden langsamer Anderungen schon klein sind, wegen 
der Strichbreite und dergleichen die wahren GroBen nach den Gln. (1) 
und (12) nicht mehr genau ermittelt werden kénnen. 


4. Temperaturmessung. 


Auf eine genaue Bestimmung der absoluten Temperatur kam es bei 
den Versuchen nicht an, es sollte lediglich die Geschwindigkeit der 
Temperaturanderung bestimmt werden. Dazu wurde das Kondensations- 
gefaB eines He-Dampfdruckthermometers mit einem Differential- 
Quecksilbermanometer verbunden, in dessen beiden Schenkeln Platin- 
drahte ausgespannt waren. Die Anderungen des He-Dampfdruckes 
konnten nun als Widerstandsanderungen der Platindrahte mit einer 
Briickenschaltung gemessen werden. Die bei der Verstimmung der 
Briicke auftretende Spannung wurde einer Oszillographenschleife zu- 
gefiihrt und zusammen mit magnetischem Flu8 und Widerstand auf den 
Registrierstreifen des Siemens-Oszillographen aufgenommen. Damit un- 
regelmaBiges Haften des Quecksilbers am Platindraht nicht auftrat, 
durfte das bei den Messungen benutzte Stiick des Drahtes nur wahrend 
der Messungen von Quecksilber benetzt werden. Es war daher eine Vor- 
richtung angebracht, um das Quecksilber senken und erst bei Beginn 
der Messungen in die nétige Héhe bringen zu kénnen. 


5. Ergebnisse. 

Die Ergebnisse sind in den Fig. 2—14 wiedergegeben. Fig. 2 und 3 
zeigen zunichst den Verlauf des Widerstandes im Ubergangsgebiet bei 
einem Belastungsstrom von 4 Amp. Bei steigender Temperatur steigt 
der Widerstand vom Wert 0 bei Supraleitung bis zum Restwiderstand 
bei Normalleitung einigermaBen kontinuierlich an. Nur kleine Knicke 
in den Kurven sind vorhanden. Ganz anders verlauft der Widerstands- 
abfall bei sinkender Temperatur. Man erkennt deutlich drei ausgepragte 
Spriinge. In Fig. 3 sind diese Spriinge etwas dichter gedringt, da die 


& 


“ 


~ 
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Temperatur rascher fallt als in Fig. 2. Vielleicht sind die Spriinge den ent- 
sprechenden Knicken bei steigender Temperatur zuzuordnen. Der Grund, 
daB die registrierten Kurven fiir FluB und Widerstand am Anfang und am 
Ende nicht parallel zur Zeitachse verlaufen, liegt einmal an der Riick- 
kriechbewegung des Fluxmeters und auBerdem an einem durch Thermo- 
krafte verursachten Gang des Nullpunktes, der nicht immer gleich gut 
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Fig. 2. Registrierung des Widerstandes FR allein bei steigender und fallender Temperatur T. 
Stromstarke 4 Amp. 
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Fig. 3. Registrierung des Widerstandes R allein bei steigender und fallender Temperatur T. 
Stromstarke 4 Amp. 
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Fig. 4. Registrierung des magnetischen Flusses # (GauB - cm?) allein bei steigender und fallender Temperatur. 
Magnetische Feldstarke 2 Oe. 


kompensiert werden konnte. Fig. 4 zeigt den reinen FluBverdrangungs- 
effekt ohne Strombelastung bei einer longitudinalen Feldstairke von 2Oe. 
Auffallend ist auch hierbei der ziemlich glatte Verlauf der ®-Kurve bei 
steigender Temperatur und der unregelmaBige Verlauf bei fallender 
Temperatur. Man beobachtet sogar wiederholt einen kleinen Wieder- 
anstieg des Flusses wahrend des Verdrangungsvorganges. Die Unstetig- 
keiten in Fig. 4 sind andersartig als die in Fig. 2 und 3. Die Fig. 5— 13 
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zeigen gleichzeitig Widerstandsverlauf und FluBverlauf mit starkerer 
Strombelastung. Dabei tritt der FluBverstarkungseffekt auf. Man er- 
kennt bei allen Aufnahmen deutlich das Maximum des magnetischen 


Fig. 5. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und FluB ® bei steigender und fallender Temperatur. 
Stromstarke 4 Amp. Magnetische Feldstarke 1 Oc. 
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Fig. 6. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und FluB @ bei steigender und fallender Temperatur. 
Stromstarke 7 Amp. Magnetische Feldstarke 1 Oc. 
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Vig. 7, Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und FluB @ bei steigender und fallender Temperatur. 
Stromstirke 10 Amp, Magnetische Feldstarke 1 Oe, (Verschiedene MaBstdbe bei steigender und fallender 
Temperatur.) 


Flusses, dessen Héhe von den jeweils gewahlten Werten von Belastungs- 
stromstirke J und Magnetfeldstaérke H abhangen. Auch hier verlaufen 
die Kurven fiir R und @ bei fallender Temperatur wieder stark unregel- 
miaBig. Die stetigen, sowie die unstetigen Anderungen von R und @ sind 
aber vollig synchron, d.h. bei fallender Temperatur entspricht in dem 
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Bereich vor dem FluBmaximum einem Abfall von @ ein Anstieg von R. 
Ebenso ist es bei steigender Temperatur in dem Bereich nach dem FluB- 
maximum. Dies zeigen besonders deutlich die Fig. 10 und 12. Natiirlich 
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Fig. 8. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und FluB @ bei steigender und fallender Temperatur 
Stromstirke 10 Amp. Magnetische Feldstarke { Oe. (Verschiedene MaBstabe bei steigender und fallender 
Temperatur.) 


[ga7? 108 |926cm? 


—T 


Fig. 9. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand RX und Flu8 @ bei fallender Temperatur, Stromstarke 
10 Amp. Magnetische Feldstarke 1 Oe. 
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Fig. 10. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand KR und FluB @ beisteigender und fallender Temperatur. 
Stromstarke 4 Amp. Magnetische Feldstarke 2 Oe. 


ist dies nur bei endlichem Widerstand der Probe zu beobachten, sobald 
sich namlich eine durchgehende supraleitende Briicke gebildet hat, bleibt 
der Widerstand null, wahrend der magnetische Flu sich weiterhin noch 
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andert bis die ganze Probe supraleitend ist. Die anfangliche Synchronitat 
von Widerstands- und FluBinderungen zeigt, daB sie beide von den 
gleichen Vorgangen verursacht werden und spricht fiir die zu Anfang 
gegebene Erklarung des Verstirkungseffektes, namlich daB einzelne 
supraleitende Bereiche sich in Schraubenlinien anordnen und wohl 
auch ein gewisses Stiick in Richtung der Schraubenlinien wachsen. Mit 


if 
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Fig. 11. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und FluS @ bei fallender Temperatur. Stromstarke 


4Amp. Magnetische Feldstarke 2 Oe. 


jedem neu entstehenden oder wachsenden Bereich wird sonach der Langs- 
widerstand der Probe kleiner und gleichzeitig erhéht sich der aut der 
Schraubenbahn flieBende Anteil des Belastungsstromes und vergr6Bert 
den magnetischen LiangsfluB. Die Tatsache, daB der Verstarkungseffekt 
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Fig. 12, Gleichzeitige Registrierung von Widerstand RX und Flub ® bei steigender und fallender Temperatur. 
Stromstarke 7 Amp. Magnetische Feldstarke 2 Oc. 


auch bei steigender Temperatur auftritt, bedeutet, daB hierbei der supra- 
leitende Zustand wieder aufgespaltet wird in einzelne supraleitende Be- 
reiche, die ebenfalls wieder auf Schraubenlinien angeordnet sein miissen. 


Ein Vergleich der ®-Kurve der Fig. 10 bei steigender Temperatur mit 
der ®-Kurve der Fig. 11 zeigt vollkommene Ubereinstimmung, auch in 
kleinen Einzelheiten. Zwischen beiden Aufnahmen wurde das Ubergangs- 
gebiet wiederholt nach oben und unten durchschritten, allerdings wurde 
die Probe dazwischen nicht iiber 4,2° K erwarmt. Auch die Aufnahmen 
mit fallender Temperatur in Fig. 7, 8 und 9 zeigen untereinander ahn- 
lichen Verlauf, insbesondere hat der kleine spontane Sprung vor dem 
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Flu8maximum iiberall gleiche GréBe. Der Temperaturverlauf war jedoch 
bei den drei Aufnahmen nicht der gleiche, woraus sich die unvollkommene 
Ubereinstimmung erkliren laBt. 

Die Werte fiir die Héhe des auftretenden FluBmaximums streuen bei 
verschiedenen Geschwindigkeiten der Temperaturanderung ziemlich. Im 
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Fig. 13. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und Flu8 & beisteigender und fallender Temperatur. 
Stromstarke 10 Amp. Magnetische Feldstarke 2 Oe. 


allgemeinen fallt aber das Maximum beisteigender Temperatur etwas hoher 
aus als bei sinkender. Dies erschwert die Auswertung der fluxmetri- 
schen Aufnahmen zu einer friiher? gefundenen Beziehung J, = J,+y Hd 
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Fig. 14. Gleichzeitige Registrierung von Widerstand R und Flu8 @ fiir einen durch ein Glimmerblatt in zwei 
Halbzylinder geteilten Indium-Einkristall bei steigender und fallender Temperatur. Stromstarke 5 Amp. 
Magnetische Feldstarke 1 Oe. 


zwischen der Mindeststromstarke J,, bei der eben noch eine FluBver- 
starkung auftritt und den GréBen H und d (H = auBere Feldstarke ; 
d = Probendurchmesser). AuBerdem wird die Auswertung auch un- 
sicher, da die wirkliche Héhe der Maxima infolge des bereits erwahnten 
Nullpunktganges des Fluxmeters nicht immer eindeutig bestimmt werde 
kann. 

DaB die Streuung der Werte fiir das FluBmaximum bei fritheren 
Messungen nicht in Erscheinung trat, liegt wohl wie schon in der 
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Einleitung erwihnt, darin begriindet, daB bei ballistischen Messungen 
jeder MeBpunkt durch ansteigendes Magnetfeld erreicht wird, gleichgiltig 
ob beider MeBreihe die Temperatur langsam gesteigert oder gesenkt wird. 
Wahrscheinlich ergibt sich deshalb in beiden Fallen gleiche Héhe des 
Maximums. Ein auffallender Unterschied zwischen den Aufnahmen bet 
steigender und denen bei fallender Temperatur ist noch folgender: 


Bei fallender Temperatur ist der Widerstand bald nachdem der 
Flu8 sein Maximum (oder seine Maxima Fig. 12) durchlaufen hat bereits 
verschwunden, wahrend der magnetische FluB erst viel spater vollstandig 
verdrangt wird. Bei steigender Temperatur dagegen tritt mit dem ersten 
eindringenden magnetischen Flu8 auch schon ein zwar kleiner, aber 
merklicher Widerstand der Probe auf. Dies zeigen besonders deutlich 
Fig. 5, 7 und:3: 

Die Aufnahme der Fig. 14 wurde mit dem geschlitzten In-Einkristall 
erhalten. Dabei tritt in Ubereinstimmung mit dem friiher! gefundenen 
Ergebnis das Maximum in der FluBkurve nicht auf, da hierbei sich die 
supraleitenden Bereiche zwar in Richtung des schraubenférmigen Ma- 
gnetfeldes ordnen kénnen, der Belastungsstrom aber nicht diesen Schrau- 
benbahnen folgen kann. Feinere Einzelheiten gibt die Aufnahme der 
Fig. 14 nicht wieder, da das Auflésungsvermégen der MeBanordnung fiir 
FluB und Widerstand noch nicht hoch genug und auch die Strichbreite 
noch gr6Ber als bei den tibrigen Aufnahmen war, die spater als die Mes- 
sungen fiir Fig.14 gemacht wurden. 


6. Diskussion. 


Vor der Diskussion der in 5. mitgeteilten MeBergebnisse sei auf 
folgendes hingewiesen : 

Bei Verfolgung des Widerstandes im Ubergangsgebiet verwendete 
man meistens einen Kompensationsapparat und nahm bei konstant ge- 
haltener Temperatur einzelne Werte des Widerstandes auf, wobei man 
zur Eliminierung von Thermokraften den Strom kommutierte und den 
Ausschlag mittelte. Bei polykristallinem Material ergab sich dabei fiir 
fallende und steigende Temperatur dieselbe Kurve des Widerstandes 
als Funktion der Temperatur. Wenn man aber den Strom nicht kommu- 
tiert und den Widerstand aus Kompensatorstellung und Galvanometer- 
ausschligen ermittelt, so erhalt man oft, auch bei Kompensation des 
Erdfeldes, eine andere Kurve bei fallender Temperatur als bei steigender, 
also cine Hysteresisschleife. Bei starkeren Magnetfeldern wird der 
Hysteresiseffekt stirker und auch schon bei Stromkommutierung be- 
merkbar. Noch starkere Hysteresiseffekte treten auf, wenn man durch 
das Ubergangsgebiet nicht durch Temperaturanderung, sondern durch 
Anderung der Starke eines Magnetfeldes in dem sich der Supraleiter 
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befindet, hindurchgeht. Gerade im letzteren Fall fand man auch schon 
friiher, daB die durch Steigern des Magnetfeldes erhaltene Kurve meist 
gleichmaBig verlauft, die bei fallendem Magnetfeld aber in einzelnen 
Spriingen oder aber in einem einzigen steilen Abfall. Besonders ausge- 
pragt waren die Spriinge bei Hg, das offenbar beim Abkiihlen, wenn 
auch nicht zu einem Einkristall, so doch zu wenigen gréBeren, nicht 
gleichmaBig orientierten Kristallen erstarrte. 

Die Hysteresiseffekte konnten bei unseren vorliegenden Messungen 
nicht verfolgt werden, da wir nur die Temperaturanderung, nicht aber 
die Temperatur selbst registrierten. b 
Fir die Diskussion der Unterschiede 
bei fallender und steigender Tempera- 
tur ist wesentlich, daB an demselben 
Einkristall registriert wurde : Der Wider- 
stand allein als Funktion der Tem- 
peratur, der magnetische FluB allein 
als Funktion der Temperatur und beide 


= | Flachen 
SN) hyleicher - 
. \ | feldstarke 


Supra- 


gemeinsam als Funktion der Tempera- leitend 
tur. In allen drei Fallen treten charakte- 
ristische Unterschiede zwischen den 

Stromverlaur 


Kurven bei steigender und fallender 
Temperatur auf. Man konnte daran 

denken, daB die Spriinge bei fallender iiss 4 'etceater meets 
Temperatur durch Fehlstellen im Ein- _ lindrischen Probe beireiner Strombelastung, 
kristall hervorgerufen werden und zwar * '™" “UPréleitenden; P im normalleitenden 
gerade deswegen, weil sie reproduzier- 

bar sind. Dadurch wiirde aber in keiner Weise verstandlich, warum die 
Spriinge nur bei fallender Temperatur so ausgepragt sind, bei steigender 
Temperatur aber zumindest anders und sehr viel kleiner sind. 

Zum Verstandnis der Ergebnisse ist zunachst zu betonen, daB da- 
durch, daB der paramagnetische Effekt in fast gleicher GréBe bei stei- 
gender und fallender Temperatur auftritt, bewiesen ist, daB auch bel 
steigender Temperatur ein Zerfall in einzelne getrennte supraleitende 
Teilchen eintritt, die sich langs der schraubenformigen Magnetfeldlinien 
orientieren. Das zweite, was zum Verstandnis wesentlich sein diirfte ist, 
daB der Ausgangspunkt beim Durchlaufen des Zwischenzustandes ein 
ganz anderer ist fiir den Fall steigender Temperatur als fir den Fall 
sinkender Temperatur. Betrachten wir zundchst den einfachsten Fall 
der reinen Widerstandsmessung ohne zusitzliches Magnetfeld. In 
Fig. 145a und b ist schematisch fiir diesen Fall der Ausgangszustand des 
In-Zylinders bei steigender und bei fallender Temperatur dargestellt, 
Der Endzustand bei steigender bzw. fallender Temperatur ist derselbe, 


wie der Anfangszustand bei fallender bzw. steigender Temperatur. 
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Bei steigender Temperatur ist zu Beginn das Innere des Zylinders 
(bis auf das geringe, in den Supraleiter eindringende Magnetfeld) im 
wesentlichen feldfrei. Aber schon vor Beginn des Zwischenzustandes muB 
an den Enden des Zylinders ein kleiner Teil desselben im nichtsupra- 
leitenden Zustand sein, da an der Eintrittsstelle des Stromes die zirkulare 
magnetische Feldstairke gréBer ist als am Umfang des Zylinders. Die 
Flichen konstanter magnetischer Feldstarke werden etwa den in Fig. 15a 
angedeuteten Kurven entsprechen. Die nicht supraleitenden Teile wer- 
den wachsen bis die Feldstarke am Zylindermantel H = H, wird. Dann 
muB am Zylindermantel der supraleitende Zustand zusammenbrechen. 
Es wird sich im ganzen Volumen des Zylinders ein Zwischenzustand ein- 
stellen, dessen Verlauf vielleicht ahnlich dem von Lonpon? plausibel 
gemachten sein wird. Mit weiter steigender Temperatur werden die 
nicht supraleitenden Teile wachsen, bis schlieBlich das ganze Volumen 
nicht supraleitend geworden und der Endzustand } erreicht ist. Nach 
Lonpon miiBte beim Beginn des Zwischenzustandes ein plotzlicher 
Widerstandsanstieg etwa bis zum halben Restwiderstand eintreten und 
dann ein langsamerer Anstieg bis zum ganzen Restwiderstand. Ein der- 
artiger Verlauf ist in Fig. 2 und 3 nicht zu erkennen, so daB das LonDOoN- 
sche Bild wohl auch bei steigender Temperatur nicht ganz zutreffend sein 
wird. Bei friiheren Messungen? an Zinn war der plétzliche Anstieg des 
Widerstandes bei hohen Stromstarken ausgepragt, wenn er auch kleiner 
als bis zum halben Restwiderstand war. Jedenfalils kann man aber nach 
vorstehendem wohl verstehen, daB8 der Widerstandsanstieg ziemlich 
kontinuierlich verlauft. 

Bei fallender Temperatur ist vor Erreichen der kritischen Temperatur 
der Verlauf der Stromlinien und der Kurven gleicher Feldstarke wie in 
Fig. 45b angedeutet. Der supraleitende Zustand tritt nun aber bei 
fallender Temperatur zuerst auf der Achse des Zylinders ein, da dort 
das zirkulare Magnetfeld am kleinsten ist. Jedoch kann ein durchgehen- 
der Stromfaden lings der Achse sich nicht ausbilden, da ein solcher 
Stromfaden ein starkes zirkulares Magnetfeld an seiner Oberflache er- 
zeugen und die Supraleitung wieder vernichten wiirde. Andererseits 
wissen wir gerade aus dem Auftreten des paramagnetischen Effektes, 
daB sich entlang der magnetischen Kraftlinien kleine, voneinander ge- 
trennte supraleitende Teilchen ausbilden. Es ist naheliegend anzuneh- 
men, daB sich ohne zusatzliches iuBeres Magnetfeld solche supraleitende, 
voneinander getrennte Teilchen den Kraftlinien des Stromes folgend auf 
geschlossenen Kreisbahnen nahe der Achse, etwa in Ebenen senkrecht 
zur Achse ausbilden werden. Mit weitersinkender Temperatur ist offen- 


bar eine analoge Ausbildung von kleinen, ringférmig angeordneten supra- 
1 Vgl. Lonpon, F.: Superfluids, Bd. 1, S. 120. New York 1950. 
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leitenden Teilchen auch in etwas gréBerer Entfernung von der Zylinder- 
achse méglich. Nimmt man an, daB die Wachstumsgeschwindigkeit der 
entstehenden supraleitenden Teilchen endlich ist, so werden beim Ent- 
stehen der auBeren Teilchen die inneren noch nicht tiber die aiuBeren 
hinausgewachsen sein. Zufolge der zunehmenden Stromiibernahme durch 
die achsennahen Gebiete wird die Feldstirke an den inneren Teilchen 
wachsen und eine Ausdehnung der inneren Teilchen zunichst verhindert. 
DaB die Teilchen in zirkularer Richtung nicht beliebig wachsen, was 
experimentell z. B. durch den paramagnetischen Effekt sichergestellt ist, 
ist eine grundsatzliche Schwierigkeit, weil an sich an der Oberflache eines 
Vollkérpers, wenn an ihr irgendwo H, erreicht ist, an anderen Punkten 
die Feldstarke H kleiner als H, sein muB. Vielleicht entfallt diese 
grundsatzliche Schwierigkeit, wenn man erstens annimmt, daB die supra- 
leitenden Teilchen in zirkularer Richtung nadelférmig auslaufen und 
zweitens, daB ein Ubergangszustand existiert, in dem 4 sich allmahlich 
andert, wie BEcK es vorschlug!. Ob eine solche Uberwindung der Schwie- 
rigkeit méglich ist, bedarf natiirlich der genauen mathematischen Unter- 
suchung. Hier geniigt die experimentelle Feststellung, daB tatsiachlich 
diskrete, langliche supraleitende Partikel im Zwischenzustand médglich 
sind. Bei noch weiter sinkender Temperatur wird aber schlieBlich ein 
plétzliches Zusammenwachsen der einzelnen supraleitenden Teilchen in 
radialer Richtung stattfinden miissen. Dabei miissen sich die magneti- 
schen Kraftlinien plétzlich verlagern, wodurch dann wieder ein pl6tz- 
liches, weiteres Wachsen der supraleitenden Teilchen verursacht sein 
wird. Das bedeutet aber ein pl6tzliches oder sehr schnelles Absinken des 
Widerstandes. Entstehen nun auf Kreisen mit gréBerem Radius neue 
supraleitende Teilchen, so wird sich der ganze Vorgang wiederholen und 
schlieBlich ein neuer Widerstandssprung auftreten. Bevor die Mantel- 
flache des Zylinders supraleitend wird, miissen aber noch immer normal- 
leitende Teilchen bis zur Achse hinreichen, damit das Magnetfeld, bevor 
der vollsupraleitende Zustand eintritt, noch aus der Oberflache entweichen 
kann. — Es sei indessen betont, daB natiirlich sowohl bei fallender wie 
bei steigender Temperatur Unterkiihlungs- bzw. Uberhitzungserschei- 
nungen mitspielen kénnen, wie sie von SHOENBERG und anderen? be- 
obachtet wurden. Auch ist nicht auszuschlieBen, daB bei der Bildung 
von supraleitenden Kernen mit Verzdgerungserscheinungen zu rechnen 
ist. Aber man wird zundchst versuchen, mit méglichst cinfachen An- 
nahmen die Ergebnisse der Experimente zu erklaren. 


Wird der Zylinder nicht von einem Strom durchflossen, sondern 
befindet er sich in einem longitudinalen Magnetfeld, so entspricht der 


1 Vgl. Referat: Phys. Verh. 8, 181 (1954). 
2 Vgl. SHOENBERG, D.: Superconductivity, 5. 120. Cambridge 1952. 
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Ausgangszustand beim Steigen der Temperatur der Fig. 16a und beim 
Fallen der Temperatur Fig. 16b. In a sind Kurven konstanter Feld- 
stirke angedeutet. Durch Drehung derselben um die Achse des K6rpers 
entstehen die Rotationsflachen konstanter Feldstarke, die maximale 
Feldstarke H,,, ist am oberen und unteren Rand des Zylinders vorhanden. 
Bei steigender Temperatur wird H,, gréBer als H,. Dann mu aus 
Griinden der Elektrodynamik und Thermodynamik ein Zwischenzustand 
eintreten, da das supraleitende Volumen nicht als Ganzes schrumpfen 
kann. Die entstehenden einzelnen 
normalleitenden Teilchen miussen 
aber alle nicht nur bei ihrem Ent- 
stehen, sondern dauernd von der 
Zylinderoberflache ausgehen, damit 
sich die Kraftlinien schlieBen k6n- 
nen. Da wir wissen, daB der ma- 
' gnetische Flu8 mit steigender Tem- 
peratur steigt, werden sich die nor- 
malleitenden Teilchen mit steigender 
Temperatur immer mehr ausdehnen, 
bis schlieBlich der Endzustand er- 
reicht ist. Es liegt zunachst kein 
Grund fiir eine sprunghafte Ande- 
rung beim Durchlaufen des Zwi- 
Fig. 16a u. b. Linien gleicher magnetischer schenzustandes vor. Bei fallender 
Feldstarke und Feldverlaut an einer zylindri- Temperatur entspricht der Ausgangs- 
schen Probe im longitudinalen Magnetfeld, a im : a ba 
supraleitenden; b im normalleitenden Zustand. zustand der Fig. 16b. Die Feldstarke 
ist an allen Punkten des Zylinders 
und der Umgebung dieselbe. Die Kraftlinien verlaufen parallel zur Achse. 
Bei sinkender Temperatur wird der Wert H, an allen Punkten der Ober- 
flache zu gleicher Zeit erreicht. Wird H, mit weiter sinkender Tempe- 
ratur unterschritten, so ist im Inneren des Zylinders fiir alle Punkte die 
Wahrscheinlichkeit, daB supraleitende Bereiche entstehen, dieselbe. Der 
Fall, daB der Kérper als Ganzes sofort supraleitend wird, ist aus analogen 
Griinden wie den in a im umgekehrten Falle angegebenen unméglich. 
Wahrend also bei steigender Temperatur normalleitende Teile von der 
Oberflaiche her entstehen, kénnen die bei fallender Temperatur ent- 
stehenden supraleitenden Teile die Oberflache des Zylinders nicht be- 
riihren, da dann wieder ein thermodynamisch und elektrodynamisch 
nicht vertraglicher Zustand entstehen wiirde. Die Teilchen werden sich 
entsprechend dem von v. LAvE! betreffs der Zerstérung langlicher supra- 
leitender Teilchen Gezeigten, in Richtung der Kraftlinien bevorzugt 
ausdehnen, es tritt wieder das oben behandelte Problem auf, warum sie 


1 LAvE, M.v.: Theorie der Supraleitung, S. 4119. Berlin 1947. 
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nicht zusammenflieBen. Sie werden aber in ahnlicher Weise wie im Falle 
des stromdurchflossenen Zylinders in radialer Richtung zusammen- 
flieBen. Dabei wird wieder eine plitzliche Anderung des Kraftlinien- 
verlaufs entstehen und daher eine sehr schnelle oder plétzliche Anderung 
des gesamten magnetischen Flusses durch den Zylinder. Daraus, daB 
die Registrierungen auch verschiedentlich einen plotzlichen Wieder- 
anstieg zeigen, ersieht man, daB das ZusammenschlieBen der Bereiche 
in recht unregelmaBiger Weise geschehen mu8. Beziiglich des evtl. zu 
beriicksichtigenden Einflusses von Uberhitzung und Unterkithlung 
oder Verzégerung bei der Kernbildung gilt das fiir den Stromfall Gesagte. 


Befindet sich der Zylinder in einem longitudinalen Magnetfeld und 
ist er gleichzeitig vom Strom durchflossen, so iiberlagern sich offenbar 
die fiir den Stromfall und den Fall des magnetischen Flusses diskutierten 
Vorgange ; denn im groBen und ganzen sind die Erscheinungen dieselben. 
Dies gilt auch fiir das Auftreten des paramagnetischen Effektes. DaB 
der Widerstand frither verschwindet als der magnetische FluB zeigt jeden- 
falls, daB der durchgehende supraleitende Trager fiir den Strom zunachst 
kein die Zylinderachse umgebender, geschlossener Hohlzylinder sein 
kann, da dann der Flu8 in ihm einfrieren miiBte. Es ist aber wichtig, 
daB der steile Anstieg zur Spitze des paramagnetischen Effektes mit 
einem steilen Abfall des Widerstandes zusammenfallt, was Anhalt fiir 
eine genauere Theorie der Vorgange gibt. DaB alle Vorgange, soweit 
sie nicht schon abgeklungen sind wie beim Widerstand, bezitiglich der 
Anderung von Flu8 und Widerstand véllig synchron verlaufen, entspricht 
dem gegebenen Deutungsversuch und ist wohl eine Stiitze fiir ihn. 


Man kann sich fragen, ob der komplizierte Zwischenzustand, wie er 
so besonders deutlich bei den Versuchen am Indium-Einkristall zutage 
tritt, wirklich nur darauf zuriickzufiihren ist, daB bei einem Zylinder end- 
licher Lange die elektrodynamischen und thermodynamischen Bedin- 
gungen nicht gleichzeitig durch einen einfachen Ubergang zu erfiillen 
sind oder ob etwa noch ganz andere Umstande dabei mitspielen, ob nicht 
etwa wie beim Ferromagnetismus eine komplizierte Struktur der neuen 
Phase grundsitzlich notwendig ist. DaB dies nicht der Fall ist, zeigen 
eindeutig Versuche, die im Herrschinger Institut von M. NABAUER? an 
einem Bleihohlzylinder mit zirkularem Magnetfeld angestellt wurden. 
Dabei sind die magnetischen Kraftlinien im Inneren des Blcizylinders 
vollig geschlossen, sowohl im normalleitenden wie im supraleitenden 
Zustand. Die magnetische Feldstarke sinkt an den ebenen Begrenzungs- 
flachen des Zylinders kontinuierlich von dem Maximalwert an der auBe- 
ren Mantelflache zum Minimalwert an der inneren Mantelflache. Dem- 
entsprechend wandert auch die Phasengrenzflache ohne komplizierten 


1 Vgl. Referat: Phys. Verh. 8, 181 (1954). 
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Zwischenzustand beim Senken der magnetischen Feldstarke von der 
auBeren bis zur inneren Mantelflache, was experimentell nachgewiesen 
wurde. 

Wie schon in 5. betont, sind die Maxima des magnetischen Flusses 
beim Steigen der Temperatur nicht genau so hoch wie beim Sinken. 
Trotzdem wurde versucht aus den Registrierungen die Konstanten J, 
und y der friiher? gefundenen Beziehung J, = J, + y Hd fiir die Minimal- 
stromstirke J,, bei der eben noch FluBverstaérkung beim Durchgang der 
Probe durch den Zwischenzustand auftritt, zu bestimmen. Es ergeben 
sich dabei Werte von J, und y, die zu den friiheren Ergebnissen einiger- 
maBen passen. Doch ist die Genauigkeit der Bestimmung von /, und y 
aus den Registrierkurven sehr viel geringer als die friiher bei ballistischen 
Messungen erzielte Genauigkeit. Da8 dies wohl besonders daran legt, 
daB man bei den ballistischen Messungen dauernd bei steigendem Feld 
und konstanter Temperatur mi8t, wurde schon in 2. betont. 


Die Arbeit wurde durch Leihgaben der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft weitgehend unterstiitzt. 


Herrsching (Obb.), RiederstraBe. 


1 Siehe FuBnote 1, S. 340. 


